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科学 的 唯一 目的 是 人 类 精神 的 光荣 . 一 一 C. G. J. Jacobi 

在 过 去 的 二 十 多 年 里 , 非 线 性 发 展 方程 在 调和 分 析 技 术 的 推动 下 取得 了 较 
大 的 发 展 , 本 书 将 较为 系统 地 介绍 非 线性 发 展 方程 的 调和 分 析 方 法 . 

众所周知 , 解 发 展 方程 需要 我 们 选取 适当 的 函数 空间 为 工作 空间 . 当今 采 
用 大 部 分 函数 空间 都 是 建立 在 Lebesgue 积 分 ! 这 一 基石 之 上 的 . 但 意味 深长 的 
是 , Lebesgue 积 分 在 很 长 的 岁月 里 甚至 不 为 法 国 数学 界 所 承认 . Lebesgue 的 回 
忆 充 满 了 苦涩 : 只 要 他 试图 参加 一 个 数学 讨论 , 总 会 有 分 析 学 家 说 : “这 里 不 
会 使 你 感 兴 趣 , 我 们 在 讨论 有 导数 的 函数 .” 或 者 有 几何 学 家 说 :“ 我 们 在 讨论 
有 切 平 面 的 曲面 .” 不 难 想 象 , 年 轻 的 Lebesgue 内 心 是 何等 受伤 , 新 的 数学 思想 
的 成 长 往往 就 是 这 样 的 不 易 . 数学 带 给 了 数学 工作 者 太 多 的 翡 喜 , 这 是 难于 用 
语言 来 表达 的 . 
但 是 , 作者 相信 , 在 过 去 的 二 十 多 年 里 , 非 线 性 发 展 方程 的 许多 重要 进展 
带 给 了 我 们 很 多 的 喜悦 , 至 少 , 从 局 部 历史 来 看 是 这 样 . 作者 试图 将 这 些 重 要 
的 进展 较为 系统 地 记录 在 本 书 内 , 和 这 一 方向 的 同仁 、 特 别 是 有 志 于 从 事 这 一 
方向 的 年 轻 人 一 同 分 享 这 些 成 就 . 

调和 分 析 方 法 应 用 到 非 线 性 发 展 方程 起 源 于 上 个 世纪 70 年 代 末 R. S. 
Strichartz 等 人 关于 线性 波 方 程 解 的 时 间 一 空间 估计 , 随后 这 些 时 空 估 计 结 合 
半 群 理论 开始 成 为 研究 非 线 性 发 展 方程 强 有 力 的 方法 . 进入 上 个 世纪 90 年 代 ， 
调和 分 析 的 很 多 重要 思想 和 技术 , 如 二 进 制 分 解 技 术 、 乘 子 理论 、 振 荡 积 分 理 
论 、Besov 空 间 等 开始 应 用 到 非 线 性 发 展 方程 , 非 线 性 发 展 方程 的 理论 得 到 很 
大 推进 和 丰富 . 另 一 方面 , 非 线性 发 展 方程 的 研究 也 推动 了 调和 分 析 的 发 展 , 一 
些 新 的 函数 空间 框架 、 新 的 算 子 类 被 人 们 在 研究 非 线性 发 展 方程 时 所 发 现 . 有 
我 国 大 理学 家 朱 意 的 一 首 诗 为 证 : 


观 书 有 感 
半 亩 方 塘 一 鉴 开 , 天 光 云 影 共 徘徊 . 
问 渠 哪 得 清 如 许 , 为 有 源头 活水 来 . 
举 其 大 者 , WAI. Bourgain, S. Klainerman 和 M. Machedon 于 1993 FXS? 
空间 应 用 到 色散 波 方程 的 研究 , X52 的 优势 是 能 够 很 好 地 处 理 非 线 性 项 中 的 


"Henri Lebesgue, 1875-1941, 法 国 数学 家 , 1902 年 发 表 《 积 分 、 长 度 与 面积 》 一 文 , 标志 
着 Lebesgue 积 分 的 创立 . 


Vi. 序言 


导数 ; 1999 年 Bourgain 发 现 “ 局 部 能 量 分 离 方 法 ”, 用 于 研究 散射 算 子 的 存在 性 ; 
LRTI” WT. Tao 的 研究 小 组 发 现 , 可 以 有 效 地 解决 具有 低 正 则 性 初 值 
的 色散 波 方程 的 整体 适 定 性 ; C. E. Kenig 和 F. Merle 等 人 将 椭圆 方程 的 集中 
紧 性 方法 发 展 到 了 聚焦 情形 的 色散 波 方程 . 最 近 频 率 一 致 分 解 技术 也 在 发 展 方 
程 理 论 得 到 系列 应 用 . 作者 们 相信 , 未 来 会 有 更 深入 的 调和 分 析 理 论 用 到 偏 微 
分 方程 的 研究 . 
具体 说 来 , 本 书 要 详细 介绍 一 类 非 线性 色散 (dispersive) 波 方程 如 非 线 
Schrodinger 方程 、 非 线性 Klein-Gordon 方 程 、KdV 方 程 , 非 线 性 抛物 型 方 
程 如 Navier-Stokes 方 程 , Boltzmann 方程 等 一 类 重要 发 展 方程 的 调和 分 析 方 
法 . 介绍 这 类 方程 的 解 的 整体 适 定性 . 对 色散 波 方程 , 还 要 介绍 它们 的 散射 算 
子 的 存在 性 内 容 . 本 书 第 1、2、3、4、6 章 是 由 第 一 作者 完成 的 , 第 5 章 是 由 霍 
HMI KESA, 第 一 作者 修改 的 , 第 7 章 是 由 部 成 春 完 成 的 , 第 8 章 是 由 霍 朝 
WEG AY. 其 中 第 >、3、4、5、6 章 很 多 结果 都 是 作者 们 根据 前 沿 文献 给 出 了 新 
的 证 明 或 简化 . 

本 书 需 要 张 共 庆 、 林 源 汇 所 著 的 《 泛 函 分 析 》( 上 册 ) 为 基础 , 特别 需要 读 
者 熟悉 广义 函数 、Fourier 变 换 的 有 关 基 本 内 容 , 除 此 之 外 , 不 需要 读者 熟悉 很 
多 调和 分 析 内 容 . 

本 书 主要 内 容 第 一 作者 在 北京 大 学 讲 过 多 遍 . 本 书 的 部 分 内 容 第 一 作者 曾 
在 香港 中 文大 学 , 浙江 大 学 讲述 过 , 作者 感谢 辛 周 平 教授 , 陈 杰 诚 教授 的 宝贵 意 
见 . 作者 们 很 高 兴 能 借 此 书 出 版 的 机 会 向 导师 周 毓 度 、 孙 和 生 、 郭 柏 灵 、 肖 玲 
和 绢 立 中 诸位 先生 表示 吏 心 感谢 ; 第 一 作者 也 要 特别 感谢 张 茶 庆 、 丁 伟 摆 和 
刚 诸位 先生 所 给 予 的 各 方面 的 帮助 , 同时 借 本 书 出 版 的 机 会 , 深切 怀念 入 门 导 
师 王 廷 辅 先生 . 
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2010 年 5 月 于 北京 大 学 


第 一 章 ”Fourier 乘 子 、 函 数 空间 X;， 


对 自然 界 的 深入 研究 是 数学 发 现 的 最 丰富 的 源泉 . 一 一 J. Fourier! 

本 章 我 们 将 简要 介绍 调和 分 析 的 一 些 必要 内 容 . 我 们 需要 读者 熟悉 Fourier 
变换 、Schwartz 空 间 、 缓 和 分 布 空间 的 基本 内 容 , 这 些 内 容 可 以 在 许多 标准 
教科 书 中 找到 , 我 们 将 这 些 结果 列 在 第 一 节 , 证 明 可 见 [182].， 本章 后 面 几 
节 是 本 书 用 到 的 调和 分 析 的 一 些 基 本 内 容 , 将 介绍 Fourier 乘 子 、Besov 空 间 
Bogs Triebel-Lizorkin 空 间 Ee as ASE, 大 部 分 结果 都 给 出 了 完整 的 证 


明 . 若 想 了 解 更 多 这 些 内 容 , 可 见 [11, 157]. 本 书 采用 了 一 些 PDE 领 域 通用 的 


i's, 正文 不 再 交待 , 可 见 附录 一 . 我 们 想 提醒 读者 ,Triebei 空间 , Bessel 空间 
Hs (Hs = H$) 和 通常 Sobolev 空间 之 间 有 下 面 的 关系 : 


Pe = Hr=W", B=H’, ¥seER, me Zy, 1<p<oo. 


81.1 ” Schwartz 函数 、 缓 增 分 布 、Fourier 变 换 


Wa = (Qa).…, Qin) 表示 多 重 指标 ， 


D* = 0.05", Op = 0%/000, lal = aittan Y= LT 


我 们 用 C™”(R”) 表示 定义 在 n 维 欧 氏 空间 了 "上 的 无 穷 次 可 微 函 数 . 引入 下 面 
的 函数 类 ; 


S = {9 E€ C™(R") : pelh) < oo}, 
Pr() = up (hah aP” SO l (1.1.1) 


lal<x 


容易 验证 pj(:) 为 上 的 范 数 , 从 而 也 是 半 范 数 , 由 线性 拓扑 空间 的 一 般 理 论 ， 
SFR YE BOR pr} 0 生成 局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 , 被 称 为 Schwartz 空 间 , 此 
空间 中 的 函数 被 称 为 Schwartz 函 数 , .9 的 基本 零 邻 域 系 为 

Bre ={0E F: pe) se k €Z, = {0,1,2,...}, € >00. 


BUNS! := S (RRRS DERZ RAINE, 其 上 赋 强 拓扑 , 在 强 拓扑 意义 
F, A! = 也 是 局 部 凸 拓扑 空间 , 被 称 为 是 缓 增 分 布 空间 . 其 上 的 基本 零 邻 域 为 


UB, = fres: sup |f (9)| aek 


EB 


"Joseph Fourier (1768-1830), 法 国 数学 家 , 法 国 分 析 学 派 公 认 的 代表 . 
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.2. 第 一 章 Fourier 乘 子 、 函 数 空间 X; 。 


HBAS PA SME, 用 f(9) 表 示 泛 函 f 作 用 在 $ 的 值 . o, yY EZ, 引入 Fourier( 逆 ) 变 


法 a 


n 


E) = (FOE) = 2m)” 1 eigai 
Ba) = (F71) (E) = (27)? f iE ab Ed. (1.1.2) 


n 


其 中 ze = 2 Ei, +...4¢n€n (很 多 时 候 我 们 干脆 记 x.& = ré). 空间 .7 在 Fourier 分 
析 中 扮演 着 重要 的 角色 , .和 Fourier 变 换 之 间 十 分 和 谐 , 这 大 致 上 可 以 从 下 面 
的 命题 看 出 . 


命题 1.1.1. koe. N 


Ded(é) =illers(E), DGE) = (—i) lle (6), 
F (F$) = ¢. 


进一步 , 多 (F): 兄 一 8 为 一 一 映 上 的 连续 映射 , 即 同 胚 映射 . 
命题 1.1.2. ko, Yy € Z. A 
o(a)b(a)dx = | O(x)b(x)dz. 
R?” R” 
可 以 定义 .FF 上 的 卷 积 $x* 作 如 下 : 
bx la) = f ole- Vudo: 
命题 1.1.3. ko, Yy © SY. 则 


pr = (n) PE- p, py = (Qn) PS. 


用 cx 和 你 分 别 表示 膨胀 (dilation) 和 平移 算 子 : 


op = o(r-), AER \ {0}, 
Thd = O(-—h), hER”. 


命题 1.1.4. oE Z, AEcR\{0}, hE R”. 则 
ind = eG, 
cheg = tho, 


og = JAI” (01/29). 


81.1 Schwartz 函 数 、 绥 增 分 布 、Fourier 变 换 


ee 
上 述 命题 


除去 证 明 多 -16 = % 需 用 到 一 些 特殊 技巧 , 如 


czl272 — oe-lél2/2 
Sh, HR 


NAN 


证 明 丝 可 以 从 基本 概念 入 手 证 得 , 读者 可 以 自行 完成 . 
wef ¢ .78' 的 Fourier 变 换 , 受命 题 


下 面 转 入 讨 
1.1.2 的 启发 , 定义 jb 下 


命题 1.1.5. F: Z'o S'A AE. 


我 们 还 可 以 定义 太 E A So € .的 卷 积 . MES, p, y EZ, J 


f (Fd = f fla)(}* v)(e)de, 
R” Rr 
其 中 $ = o(—). 按 这 种 想法 , 定义 : 


(FA) = Fle) FEF, OVE. 


注意 到 缓 增 分 布 的 Fourier 变 换 和 缓 增 分 布 与 Schwartz 函 数 卷 积 的 定义 ， 
我 们 就 很 容易 推广 其 他 算 子 的 定义 了 , 基本 的 想法 是 , 4 


先 考察 两 个 Schwartz 函 
数 作 用 的 情况 (这 种 情形 均 可 以 用 积分 表示 出 来 ), 然后 抽象 出 算 子 作用 的 形式 ， 
BD ay HE) BLA’ ERK. wf eH’, EM: 


D°f(¢) := f((-D)* 4), 
Taf (9) = F(T hn), he R”, 
osf(9) := f(A "o1/,), A> 0. 


众所周知 ,，f E .9' 并 不 代表 f 有 具体 的 函数 表示 , 因此 下 


要 


四 的 结果 格外 重 
命题 1.1.6. af eA, pE. 则 了 #9 为 一 个 无 穷 次 可 微 函 数 ， 
(f = 内 (z) = f(t) 


Hf * 至 多 为 多 项 式 增长 , 即 对 任何 a E Zh 存在 多 项 式 P, ADU * 
Pz) < Pa(x), x E€ R”. 
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命题 1.1.7. (Paley-Wiener-Schwartz) (1) $ € ZHsupp C {é: |é| < 
中 的 充 要 条 件 是 : 9(z)(z 二 十 iy) 是 一 个 n 复 变量 全 纯 解 析 函 数 且 对 任何 e > 
0, 入 > 0, 存在 Cs。 > 0, 使 得 


d(z)| < Cey(L + xl) ret, 2,y ER”. 


(2) fe SF! IL supp f C{E:|€] SORRIR: f(z)(z = x+ iy 
Mni REAA BR, LITEM ER, 对 任何 s > 0 HEC. > 0 使 得 


FOK Coatl + E e, z,y ER". 
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FETAL? := L?(R") 表 示 Lebesgue 空 间 , 1 <p < œ, LPE yi hid 
为 | : lo 我 们 在 研究 发 展 方程 时 , 通常 需要 考虑 半 群 的 估计 . 比如 , 考虑 下 面 的 


—Au=0, ult=o = uo, (1.2.1) 


容易 推出 wu = FeAl’ Fug := 有 H(t)uo ÆLDRE. 我 们 关心 下 面 的 问 
题 : HOEL 一 三 的 有 界线 性 半 群 吗 ? 即 下 面 的 不 等 式 是 否 成 立 ? 


Fe" Fully $ luollp 1< p < o. (1:2.2) 
述 问题 的 回答 是 肯定 的 , 详 见 第 四 章 . 我 们 把 (1.2.2) 归 纳 成 下 面 的 概念 ; 


定义 1.2.1. 设 p € SH. 若 存在 常数 C > 0 使 得 ? 


|F "pF fllp Cs VEE, (1.2.3) 
DW SATA DA LP ERA. LP? 上 的 来 子 的 全 体 记 为 Mj,, 乘 子 范 数 定义 为 
| 


Pll = supl F pF flo: FEZ, Ifl = 1- (1.2.4) 


若 p € Mp H1 < p< œ, HF SED PAS, 我 们 可 以 将 多 -1p 多 唯一 保 
范 延 拓 为 LZ? 上 的 有 界线 性 算 子 , 延 拓 后 的 算 子 仍 记 为 -ip 多. 

乘 子 是 调和 分 析 的 基本 工具 , 各 类 函数 空间 的 研究 也 需要 用 乘 子 理论 作为 
基础 . 下 面 我 们 讨论 乘 子 的 一 些 基本 性 质 和 乘 子 的 判别 法 . 


2 注意 多 -10 多 一 (多 -1p) * f, 由 命题 1.1.6, 我 们 知道 这 样 的 多 -1p 多 三 是 函数 ， 


81.2 LP 上 的 Fourier 乘 子 a 


命题 1.2.2. 41 <p <q <2. 则 有 如 下 结论 


(1) Mp = Mp, :la = l lla; 

(2) Mp C Il lla < I Ilag; 

(3) M: lI- ms = II Ilo; 

(4) Mı = r EP: 罗 0 为 有 界 测度 }, lellu, = 多 -0 的 全 变 差 ， 


证 明 . 首先 证 明 (1). 设 p E My. 对 任何 f, 9 © -Y, Ifl = lglly =1, R 
们 有 3 


(FPFF, 9) < IFF flloligliy < allay, (1.2.5) 


注意 到 (FLF f, g) =(F-'px f *g)(0), HF J= 9( 一 ,我 们 知道 (1.2.5) 也 
Hie F-'pFg EL” B pe My, lella, < lelu. 从 而 证 明了 (1). 
现在 证 明 (2). 由 1 <p<q< 2 知道 p> 2, 从 而 可 以 选 到 9 © [0,1] 满 


Æ1/q = (1 — 0)/p + 6/p". pe My 由 (1) 知 道 p E€ My. 即 


FIF: LP > L; FF: LP > LP (1.2.6) 


均 为 有 界线 性 算 子 . 由 Riesz-Thorin 插值 定理 〈 见 附录 ) 得 到 FF 
L 一 11 也 为 有 界线 性 算 子 , H. 


0 
lella < lollig lellis, = lola- (1.2.7) 


考虑 (3) 的 证 明 . Æ p © M, 则 由 Plancherel 定 理 


| FoF filo = eF Flle < llallooll fla, (1.2.8) 


所 以 Jelma < lelo KER, 对 任何 e > 0, 可 取 非 零 测 度 闭 集 E CR”, 使 
得 在 E E |p(€)| > llelo- e, W f E LIRE supp Ff C ENES lloll > 
lello = £. 

最 后 证 明 (4). 由 算 子 FF 的 平移 性 质 可 以 看 出 pE Mo 当 且 仅 当 


(Fp * PO) = (2) PF PF AO] < Cllflloo, VEY. (1.2.9) 


注意 . 在 OR) PAE, 上 式 表 明 多 -1p 恰 为 CoR”) 上 的 连续 线性 泛 
由 Co(R”)* 的 构造 即 得 到 结论 . 
3 我 们 用 (f,g) 表示 复 内 积 , BI (F, g) = S f(x)g9(z)dz 


K 
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命题 1.2.3. Mj 为 Banach 代 数 . 


证 明 . 显然 | la 为 范 数 .由 命题 1.2.2 的 (3), 我 们 知道 , Mp C L°. 如 
R {or} 为 Mp 中 的 基本 点 列 , 则 也 为 Dee 中 的 基本 pa 不 妨 设 收敛 到 p. 
Le CSA, BNA, 对 任何 f cS, FO pF f 一 F pF f (Gz Z 的 强 拓 
th). 不 要 忘记 Fp Ff 是 LP CS 中 的 Cauchy Fil, 所 以 有 极限 g, 再 由 
SH! 上 极限 的 唯一 性 便 知 g = 多 -Tp 多 f. 由 此 可 得 lor — pila, 一 0. 所 以 Mp 
A Banach 空间 . 设 pi, p2 € Mp. 对 任何 f © F, 我 们 有 


IFF flo < lala lF t 2F flip < lerla llela lif lip, (1.2.10) 
上 式 已 经 说 明 p1p2 € Mp 且 


lerezllm, < lerla pz2ll nm, (1.2.11) 


所 以 Mp 为 Banach 代 数 . 
为 了 突出 Mp 和 R" 的 关系 ,我们 记 MM; = M,R”). 下 面 的 命题 表明 MM,(R") 上 
的 乘 子 在 R” 的 线性 变换 之 下 保持 乘 子 范 数 不 变 . 


命题 1.2.4. a: R” >R” (n>m) 为 满 的 线性 变换 , p E€ Mp(R™). 则 


leale = lellu er. (1.2.12) 

特别 有 
lele -llan = loll Rr), #0; (1.2.13) 
le((z, Dlie» = lellu R» x #0, (1.2.14) 


其 中 (x, £) = £11 +. Tnén. 
证 明 . 做 坐标 变换 


ni = alé), 1 Sigm;, mH mle an. (1.2.15) 


上 述 变换 简 记 为 了 了 = Ale, BE = An. 又 用 A, 表示 A WE BEBE, 易 见 
F plalé))F f = [F oM, Nm) F f(AL*)] (Aw): (1.2.16) 


| p €M,(R™), 有 


| F(a ))F Flame) = AFF FAS e 


81.2 LP 上 的 Fourier 乘 子 ra 


< lell fre R- (1.2.17) 
由 此 得 
leatli e» < lolle: (1.2.18) 


FED f = f(E Em) f2(Em+1 2n), 就 可 以 证 明 (1.2.18) 的 反 向 不 等 式 也 


由 于 平移 变换 保持 乘 子 范 数 不 变 , 再 结合 命题 1.2.4 知道 了 ”一 R” 
(n> m) 上 满 的 仿 射 变换 也 保持 乘 子 范 数 不 变 . 
下 面 给 出 一 个 乘 子 的 判别 法 , 简单 但 非常 实用 . 


命题 1.2.5. (Bernstein F Z3) 设 L > n/2 为 整数 , p e HI,4 WMA 
pE Mp, aps oo B 


n n/2L 
lalla, < Welly ”和 (> loże) (1.2.19) 
i=1 


WEAR. 由 命题 1.2.2, 只 需要 对 p = 1 证 明 (1.2.19). 显然 
pl <, |F! p(x)|dz (1.2.20) 


对 任何 t > 0, 


J plan $ Pol (1.2.21) 
| 之 


iB J(e) = Dha leit, 又 有 
F~'p(a)|dx = T(z) tJ (£) |F~"p(x)| dx 
[iPod = fray) |F 00a) 


n 
人 (1.2.22) 


i=1 


FL t WAL lloll = 4 Dy lakel, (1.2.20)-(1.2.22) 蕴含 了 结论 
最 后 , 我 们 再 列举 一 个 常用 的 乘 子 估计 , 其 证 明 相对 较 长 , 需 用 到 较 多 的 
调和 分 析 的 基本 内 容 , 故 略 去 证 明 , 可 见 [11]. 


“ollzz = 2 Ialsr \|D“pll2 
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命题 1.2.6. 〈Mihlin 乘 子 定 理 ) KH L>n/2 为 整数 , 又 设 p E LO 满足 
él Dp) <A, lal < L, €ER"\ {0}, (1.2.23) 
WA pe My, 1<p<œ H 
lellu, < Cp4, (1.2.24) 


Cn 表示 依赖 于 p 的 常数 ， 


81.3 “二进制 分 解 , Besov、Triebel-Lizorkin 空 间 


巧妙 的 数学 思想 常 有 撼 人 心志 之 美 , 二 进 制 分 解 属于 其 中 之 一 。 一 一 作者 
我 们 考虑 频率 空间 R” 的 分 解 , 记 


而 生长 同志 二 Reak << 2"), KEN (1.3.1) 


容易 看 出 , Ry 两 两 互 不 相交 且 有 R” = UR GRe. B {Ry} 构成 频率 空间 的 一 
个 分 解 . 按照 这 一 分 解 , 我 们 可 以 粗略 地 定义 Littlewood-Paley 分 解 算 子 (也 叫 
二 进 制 分 解 算 子 ) 如 下 : 

Ak ~ FXR, F, k e NU {0}, (1.3.2) 
其 中 xR 表示 Ry 上 的 特征 函数 . 可 以 看 出 , 二 进 制 分 解 算 子 是 针对 频率 空间 
进行 局 部 化 得 到 的 . 三 进 制 分 解 是 调和 分 析 领 域 精妙 而 深刻 的 想法 之 一 , 读者 
需要 反复 品味 . (1.3.2) 表述 虽然 直观 , 但 是 应 用 不 方便 . 为 了 便于 微分 、 乘 子 
等 运算 , 我 们 需要 采用 (1.3.2) 的 光滑 形式 . 

ww: R= [0,1] 为 一 个 光滑 的 径 向 截断 函数 , 如 : 


1, | < 1, 
wW(€) = 4 smooth, 1< |€| < 2, (1.3.3) 
0, || > 2. 
再 记 
P(E) = YE) — ¥(28), (1.3.4) 


然后 引入 下 面 的 函数 列 {p}: 


| prkl) = y(2-*é), KEN, 
Polé) =1— Ry Prl) = YE), 


(1.3.5) 


81.3 二 进 制 分 解 , Besov. Triebel-Lizorkin2s [A] -Q. 


由 于 suppy C {é: 271 < |é| < 2} AW suppy, C {€: 21 < |é| < 
2k+1) k EN, supp po C {€: |é] < 2}. 定义 
Ar=F 'ppF, kENU {0}, (1.3.6) 


我 们 称 {A,}°9 A Littlewood—Paley (二 进 制 ) MART. 从 形式 上 容易 看 
出 (注意 仅仅 是 形式 上 )， 


YAp (1.3.7) 
k=0 


下 面 我 们 将 使 用 二 进 制 分 解 算 子 引入 Besov 空间 Bs, 和 Triebel-Lizorkin7® 
lls. 设 


-œ <s <%, 1<pgqca. (1.3.8) 
定义 下 面 的 空间 类 : 
Bog = f; E€ '(R") : |Ifllas, < oo, (1.3.9) 
O° : 1/q 
Itlog, = (Daie) (1.3.10) 
k=0 


Bs ,被 称 为 是 Besov 空间 5. 又 设 


-œ <s<%, l<p<w, l<g<o, (1.3.11) 


定义 下 面 的 空间 类 : 


Fpa = {f EHR") : Fles, < oof, (1.3.12) 
= 1/q 
Iflles, := | (2 lass!) 
k=0 


FS | 被 称 为 是 Triebel-Lizorkin 空 间 5. 
Besov 空间 和 Triebel-Lizorkin 空间 形成 于 20 世 纪 60-80 年 代 , 近年 来 在 
PDE 领域 开始 得 到 广泛 应 用 . 粗略 地 讲 , 上述 空间 类 是 频率 空间 的 局 部 化 技 


5 BS 的 定义 中 可 以 容许 0 < p,q <1, 读者 若 对 该 情况 感 兴 趣 , 可 以 参考 Triebel[157]. 
EFS 的 定义 可 以 在 Triebel 的 著作 [157] 中 找到 , 本 书 并 不 关心 这 一 情形 , 故 略 去 讨论 . 


l (1.3.13) 
Pp 


. 10 . 


AY 
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术 - 一 二 进 制 分 解 和 函数 空间 (LP) 或 L?(49)” 相 互 结合 
是 刻 划 空间 的 正则 性 的 , 相当 于 直到 s 阶 导 数 . 另 一 方面 , 人 们 可 能 会 问 , 为 什 
么 对 频率 空 


结合 的 产物 , 定义 中 的 s 
率 空 间 做 二 进 制 分 解 , 作者 认为 这 可 能 和 LPR") 上 的 等 价 范 数 有 关 


fla ~ Mees, 1<p< o. 
(1.3.14) BU 4 4 MLittlewood-Paley F} A ZUE H 


特别 强调 , 以 下 若 无 特 别 声明 , 对 BS, 


(1.3.14) 
E( 见 附录 ). 
和 Fs 


总 是 分 别 假设 条 件 


Bo 我 们 总 是 分 
(1.3.8) 和 (1.3.11) 满足 . 为 了 简化 叙述 , 我 们 将 用 X 表示 B R F, BIX K 
示 Bs, OFS. 下 面 第 一 个 命题 是 关于 XS, 的 简单 嵌入 关系 的 : 


命题 1.3.1. AX KPBS AES. 则 成 立 下 面 的 谋 入 关系 . 
(1) Rar < q2, 则 


Xo gi C Sass (1.3.15) 
(2) ke > 0, 1 < q1, q2 < œ, 则 
s+ S 
Xp C Xp,g2; (1.3.16) 
(3) 设 p < oo, 则 
Biona C CE (1.3.17) 
证 明 . HFE cete, a > 0, 我 们 可 以 得 到 (1) 的 证 明 . 又 由 
Co 1/q2 
(> aia < sup 2(sTe)R| ay), (1.3.18) 
k=0 kž0 
对 ay = |[Axfl||pBta, = | 人 pf, 我 们 可 以 证 明 (2)， 最 后 我 们 证 明 (3)， 记 = 
2K Akf. 证 明 分 成 下 面 两 种 情况 . 
情况 1. 考虑 q < 2 的 情况 . 由 la c e 和 Minkowski 不 等 式 ， 
lbr ller) < Well rocea) < WOxlleacce (1.3.19) 
这 已 经 包含 所 要 的 结论 
情况 2， 考 虑 q > p 的 情况 .这 下 


情况 与 上 1 
FAMinkowski#\ Est ARAL? C 刀 得 到 结论 . 


情形 1] 是 类 似 的 ， 也 是 
下 面 我 们 考虑 Xs ,的 基本 问题 ， Xs* ,是否 为 Banach 空 间 , H 
“|(on) 


leac) := (Zp larg, || 


(ax)|| Lr (er) = |E jap(x)|9)1/9 
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命题 1.3.2. XS APB AF; 4. M 

(1) X},, 为 Banach 空 间 ; 

(2) A(R") C X$, C HR"): 

(3) 若 1 < p,q < co, WZ (REX FAR. 


证 明 . 显然 由 (17) 或 I?([9) 为 赋 范 空间 , 可 以 导出 Xs ,为 赋 范 空间 要 证 
明 (1), 只 需要 再 证 明 Xs ,完备 , 我 们 一 会 儿 再 证 明 . 下 面 我 们 证 明 (2) 的 结论 ， 
分 成 下 面 四 步 完成 . 

第 一 步 , WEAS C Bs. 事实 上 , 对 充分 大 的 L, M,N EN, 


fll, =sup2"*Acfllp 
i k>0 
< sup 2*||(1 + |x|?) Arf loo 
k>0 


S sup 2° (I — A)" on F fla 
k>0 


S| + ey" — A)" flloo 
S pn(Ff). (1.3.20) 


HE: .多 一 S 为 连续 映射 , 结合 (1.3.20) 得 到 结论 
第 二 步 , EWS C Xs,. 由 第 一 步 知 , A C Bsts. 根据 命题 1.3.1, 我 们 知 
道 Bsts C B? ang C BS OFS. 从 而 结论 成 立 . 
第 三 步 , EWI BS. C .91. 规定 p_1 = 0. 由 ph 的 构造 知道 , He A -1,0,1, 
Wererre 三 0. 对 任何 f E BS, DES, MN EN 充分 大 有 


1 
S Aan Formar Y 


f=-1 


o> 
k=0 


oo 1 
SSO 9 WAvf lll Areto 


k=0 £=—1 
Oo 
—sk 
< fs > 2 ARV ly 
k=0 


S|flBs pw (Fv). (1.3.21) 


EPPES PRT A TRB, BN Mi py (Fy) < 1. 于 是 我 们 证 明了 所 要 结 


论 . 
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第 四 步 , 类 似 第 二 步 , RATA WG BINS CH, 详细 从 略 . 

最 后 证 明 Bs ,的 完备 性 ， Fs ,的 完备 性 可 以 类 似 证 明 . BL fe} ee ABs ,中 
的 Cauchy 列 .由 (2) 的 结论 知 它 也 为 .ZY 中 的 Cauchy 列 ， 由 于 .9' 为 完备 的 局 
部 凸 拓扑 线 性 空间 , 所 以 存在 fe SWS, 一 SGP RS). 另 一 方 
H, {fe}? ABs P H Cauchy t i a {Akf 为 ?中 的 Cauchy 列 ， 根 
据 L? 的 完备 性 , 存在 gs E€ L? 使 得 


Anse — grllp +9, £> o. (1.3.22) 


IFES HA fe > Akf, L> œ, AL? cA, 我 们 立即 得 到 gy = Agf. 从 
m, (1.3.22) 2 


[Ax(fe— lp 70, L> æ. (1.3.23) 


1(1.3.23) 和 Fatou 引 理 , REII fe — flps, 0. 


81.4 Xs 中 的 嵌入 定理 


众所周知 , L?(R”) MLR”) (pA 9) 之 间 没 有 包含 关系 , 它们 之 间 的 范 数 
无 法 比较 . 但 是 , 如 果 我 们 将 频率 空间 局 限 到 R” 的 一 个 紧 子 集 Q 上 , 则 可 以 证 
明 


lF xF fla SFO xF flp P< a. (1.4.1) 


这 一 性 质 应 用 到 二 进 制 分 解 算 子 , EE T Besov TAA RARR. 这 正 是 频率 
空间 局 部 化 技术 的 优势 之 一 . 
设 0 为 R" 的 一 个 紧 子 集 , 记 


i) 


Sn={f EF: suppFf co}. (1.4.2) 
命题 1.4.1. 假设 1 <p<q<o. 则 有 


lF S flo YF EA. (1.4.3) 


证 明 . iwy e .9 满足 FV(E) =1,VEEQ. Af € AMF f = Ff- Fv. 


即 有 


fla) =C | Westway (1.4.4) 


§1.4 X2 中 的 嵌入 定理 
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使 用 Ho5lder 不 等 式 ， 
上 ee S lylo lifl S IF 
于 是 对 9 > p, 
Wes WF IES io 
EAEE Se 
又 记 


IR={f el: supp Ff c O} 


使 用 (1.4.2), 结 合 标准 的 正则 化 逼近 方法 , 我 们 有 


命题 1.4.2. BIL <p<q<o. WA 


fla S Ifl Vf E LQ. 


HEI 1.4.3. IRI < p <q <œ, Ba = {E: |El < 


fla SOP? MO llflp VF E 


WEAR. 由 于 


Fla = AFCA lla 
FFAN) = ANF AOA), 


DUES E Ly, 则 有 f(-/ 和 ) € Lp,, 使 用 (1.4.10)，(1.4.11) 和 命题 1.4.2 得 到 结 


论 . 


设 px 由 (1.3.5) 定 义 , 注意 px 的 构造 ，supp pk C Bax BOTH 


Da < co, 应 用 (1.4.9)， 


Axfllps S220) | Ag flp. 


Xiks, Soli E 


n n 


Ss, — — = Smm 
Pı p2 


使 用 (1.4.12) 和 (1.4.13), 我 们 得 到 


28 Ag fllps < PF AGF lous 


和 }. 则 有 


(1.4.5) 


(1.4.6) 


(1.4.7) 


(1.4.8) 


(1.4.9) 


(1.4.10) 
(1.4.11) 


FE 何 1 < pi <S 


(1.4.12) 


(1.4.13) 


(1.4.14) 
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(1.4.14) 两 端 求 《 范 数 得 
Il fll ps2 


P27 


S lfl, (1.4.15) 


于 是 , 我 们 证 明了 


定理 1.4.4. 设 1 < pı < p2 <œ, 1 <r <œ 满足 5s1 — n/p, = S2 — n/p2. 
则 有 


Bs1,. C B®? 


pir ae (1.4.16) 


AF FS, 有 类 似 (1.4.16), 但 比 (1.4.16) 更 好 一 些 的 结果 : 


定理 1.4.5. 41 < pı < p2 < œ, 1 < r,q [L œ, =œ < s2 < sı < o0 
Xs, — n/p = s2 一 n/p2. WA 


oC e (1.4.17) 
证 明 . 由 命题 1.3.1, 我 们 只 需要 证 明 
eb (1.4.18) 
即 可 . 不 妨 设 |fgo =L 回忆 ZP 上 的 等 价 范 数 
lglls ~ Cd) E (1.4.19) 
其 中 | 全 … 首 表示 集合 全 …} 的 测度 . 故 有 
j k 
S ~f pp-1 D (Akf) >t 
2， 0 
+f th2-1 fa Dl Arf) (x al 
A 
=I +I, (1.4.20) 
其 中 4 > 1 表示 一 个 固定 常数 . 易 见 
A pA (1.4.21) 
k20 


k=K+1 


§1.4 Xp 中 的 嵌入 定理 . 15. 


应 用 (1.4.21) 我 们 可 以 首先 得 到 7 的 估计 ( 取 开 = —1), 


4 
i a 
0 


fa : sup ŽŽ (Ap f)(£)| > ath dt 
k>0 


cA 
< f pri} foi sup 2"*1|(A; f)(a)| > rh dr 
0 k>0 
<1. (1.4.22) 
下 面 我 们 估计 I7. 由 推论 1.4.3， 
[Aate < Asp oe) | fl] js pal (1.4.23) 
从 而 , 对 K € Nu {0}, 
K K 
Seja s Y atn) aKa (1.4.24) 


k=0 k=0 


选取 KK 为 满足 C2K"/P?? < 1/2 的 最 大 自然 数 , 即 有 2 ~ n, St > A> 1 时 
上 面 的 K 总 是 存在 的 ， 若 t > A, ADP, 2'82|(Agf)(x)| > t, 则 由 (1.4.21)， 
(1.4.24) 得 


(oe) 
CARS) snp A > Dl JAF] > t/2. (1.4.25) 
k20 k=K+1 


综合 (1.4.19), (1.4.25), 我 们 得 到 


II <a) pP2-1 fa : sup 24s1|(Ak f)(£)| > apain | dt 
A k>0 


< T TP1 一 1 fa : sup 2*1 (Arf) (2)| > r) dr 
Si f (1.4.26) 
IT 和 II 的 估计 蕴含 结论 . 
命题 1.4.6. 设 1 <p < œ, s >n/p,1<q< œ. HX 表示 已 2 AF g 


则 有 


Xs C Ba CE”. (1.4.27) 
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证 明 . 由 二 进 制 分 解 的 定义 和 (1.4.12)， 


OO OO 
ule < $Z Arulo SD 20l Asul 


k=0 


~ (Ee ne a) lulla; < llellxg.,- (1.4.28) 


§1.5 XS 上 范 数 的 微分 -差分 表示 


从 历史 的 发 展 来 看 , Besov 空 间 上 的 范 数 早期 不 是 用 二 进 制 分 解 来 定义 的 ， 
而 是 用 微分 -差分 来 定义 的 . 这 种 微分 -差分 表示 在 PDBE 中 进行 非 线性 估计 时 
运用 起 来 十 分 方便 , 本 节 我 们 来 推导 Xs 上 范 数 的 微分 -差分 表示 . 为 方便 , 我 
们 记 


AR f(a) = X Cn(—D™ f(z + kh), (1.5.1) 
k=0 
wp (t, f) = | An’ fllo (1.5.2) 


我 们 有 下 面 的 定理 


命题 1.5.1. ks > 0, m,N Ee N 且 满足 m+ N>s,0<N<s;l1<p,g< 
oo, 则 有 


n 1/q 
Flag, ~ Mn+ (S (et) ) (1.5.3) 
j=l 


HERA. A(t, 轧 为 ! 的 单调 增 函 数 , 故 只 需 证 明 


1/q 
Illes, ~ tile + (> Ce “ems ann)’ (1.5.4) 


?一 一 DO 


HRS E Bia RANEE) = el — 1, WA 


co 


| An On flo = FOR FON fll < SIF on er F Or flip (1.5.5) 
k=0 


81.5 Xp 上 范 数 的 微分 -差分 表示 <17 


Bae AA® 
| Fo on er FON flip S min(1, |h|"2"")2%* Ax flip (1.5.6) 
注意 px 的 构造 (p_1 = 0), 
1 
IF pr er FOn flo < YO NF OR erro F Aron flp (1.5.7) 


t=-1 


从 而 再 由 MM 的 代数 


显然 由 差分 定义 ps € Mp, 由 1 的 代数 性 质 得 om € Mp. 使 用 命题 1.2.4 的 (1.2.13)， 


Eog © Mp, 故 由 (1.5.7) 得 


| FOR ee FAN fly SOKO ly (1.5.8) 

观察 下 面 的 等 式 
my, = Ph ae) (lh m 1.5.9 
por = Ta (RE) OMENo (1.5.9) 


BEER / Sm| 
表示 ， 


lm) = Il(e*—1)/Ellag,cwy < 00. BAR > 1 时 , 由 (1.5.9) 的 


or orl < 2*™ |h|™. (1.5.10) 
又 显然 (1.5.10) 对 k = 0 也 对 , 从 而 由 (1.5.7) 得 
F pr pr FON filly < 2°™|hl™ | AO Flp- (1.5.11) 


再 次 利用 (1.5.7) 的 技巧 和 乘 子 性 质 (1.2.13)， 


le A | S 2 A (1.5.12) 


综合 (1.5.8)(1.5.11) 和 (1.5.12) 便 得 (1.5.6). 将 (1.5.6) 的 估计 代入 (1.5.5) 有 


Oo 


ile) ym (27 a < STN) (q A 2 Om) ask] A flip (1.5.13) 


k=0 


应 用 (1.5.13), 并 使 月 


£(z 


j=1 


2 一 一 co 


有 序列 形式 的 卷 积 Young 不 等 式 ， 


1/q 
: ; q 
(224, anf) ) Sllfllas,- vo) 


“注意 不 要 混淆 差分 算 子 和 二 进 制 分 解 算 子 . 
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显然 有 | lls S 上 las，. 所 以 (1.5.3) 的 左 端 可 以 控制 右 端 
下 面 , 我 们 来 证 明 (1.5.3) 的 右 端 可 以 控制 左 端 . Lole) = e2 *S 
们 只 需要 证 明 


一 1. 我 
DA So | FON fllp, FL (1.5.15) 
j=l 
事实 上 , 若 (1.5.15) 成 立 , Wl w(t, 有) 的 定义 ， 
[9 FON fl S wp O, 用 KEI a 
故 由 (1.5.16) 和 Besov 空 间 范 数 的 定义 (po € Mp), 


flag, S fb +X (> 


; 1/q 
A Mngt an f)) . (1.5.17) 
j=1 \k=1 
这 表明 (1.5.3) 的 右 端 


而 


可 以 控制 左 端 . 下 面 我 们 来 证 明 (1.5.15), 为 此 需要 一 个 引 
引 理 1.5.2. 存在 函数 Xj (7 = 1 …,m) 满足 

y oGs VESLE® 1/2< |e) < 2}; 

j=l 


(1.5.18) 
supp xj C {€ = (E15 ên) : [&| > 1/3Vn}- 


(1.5.19) 
WEAR. WGE fi R Ate e A(R) BG supper C {E ER: 
MASE Ht ph EC € F(R IE supp C {€ e R°- 


SEs z (Cis et ee eae eg Ge) Sid 


KEDE 
xj(Q)= 4 2 


If] > 1/3V/n}. 
El < 3}. 为 简单 


CC j=1 ED) a (1.5.20) 
0, YL w(E;)C (EF) = 0. 
容易 验证 xj 满 足 引 理 的 条 件 . 
最 后 完成 (1.5.15) 的 证 明 . 由 上 面 的 引 理 , 对 k > 1, 
Axflly < > Fog PRX; 
j=l 


Ca "ph FOn flip 


(1.5.21) 


§1.6 齐 次 空间 X2 。 - 19 . 


由 命题 1.2.5， 


(e8 1) oger" € My, (1.5.22) 


其 中 p 见 (1.3.4), 再 由 命题 1.2.4 和 (1.5.21) 即 有 (1.5.15) 成 立 ， 
显然 , 由 定理 1.5.1 可 以 直接 推出 


推论 1.5.3. 设 s > 0, sg N. 用 [s] 表 示 s 的 整数 部 分 , 1 < 


p 
% oo adt 1/q 
las, ~ fle + 0 ( [E (0 sup 1 an Fy) =) (1.5.23) 
j=l 


|n|<t 


其 中 人 表示 一 次 差分 . 


在 做 发 展 方程 的 非 线 性 估计 时 , 应 用 (1.5.23) 非 常 方便 . 


81.6 ” 齐 次 空间 Xs, 


设 p 由 (1.3.4) 定 义 , 平行 于 (1.3.5), 我 们 可 以 很 自然 地 定义 下 面 的 函数 
列 {pkjpez: 


prlE) = 2(2 6)， kez. (1.6.1) 
易 知 
X yE) =1, €€R"\ {0}, (1.6.2) 
kEZ 


按照 (1.3.6) 的 方式 , 可 以 定义 
Ak= Flp F, keZ (1.6.3) 


平行 于 Xs,, 下 面 我 们 使 用 {人 jrez 和 函数 空间 [4(L?), L?(49) 相互 结合 来 定 
XX |. 注意 在 (1.6.1) 一 (1.6.3) 中 , 对 频率 空间 中 上 = 0 点 没有 做 任何 要 求 , 因此 
需要 对 Schwartz 空 间 .9 及 其 对 偶 空间 .8' 也 做 相应 修改 . 记 


. 入 


FR") = {f € F(R") : (DA(0) =0, Va}. (1.6.4) 


S := AR EASE, 其 上 赋 与 .多 一 样 的 拓扑 , HAP := 2RR 
示 : 多 的 拓扑 对 偶 空间 ， 由 此 可 以 引入 齐 次 空间 多，, BEY 


—œ < s < œ, 1 < p,q ÊS œ (1.6.5) 


?与 前 面 一 样 , 我 们 也 可 以 考虑 0 < p,q < 的 情形 . 
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定义 : 


DS 
By, 


15 f; EF (R") : IIfllgs, < o}, (1.6.6) 


es 1/q 
elas, = (Do Blass) ， (1.6.7) 


k=—oo 


Bs ,被 称 为 是 齐 次 Besov 空 间 . 又 设 


-%0 <s<%, l<p<o, 1<q<%, (1.6.8) 
EX: 
Fa = f; E PR”) :He < oo, (1.6.9) 
; 1/q 
fle, = |( So a) | (1.6.10) 
k=—0o 也 
7 被 称 为 是 齐 次 Triebel-Lizorkin 空 间 ， 
以 后 我 们 仍 用 Xs 笼统 地 称 Bs RES. 使 用 膨胀 变换 知 

ele = O FL cg (1.6.11) 


举 ， EOS WIR 
假定 条 件 (1.6.5) 


命题 1.6.1. 


(1) 
(2) 
(3) #1< 
(4) < 
(5) 


5 


S 

若 1 

eq 
ye 


空间 ，X3 ,与 X3, 有 很 多 相似 之 处 , 我 们 只 列 


似 EAT HITER. 若 无 特 别 声明 ， 对 Bs AES BED Sl 


和 (1 


.6.8) 满 


足 . 


HENS ,为 Bs SUS. 


1 Xs go 为 Banach 空 间 ; 
CX CH 


则 有 


,9 < œ, 则 .在 X35， 中 稠密 


q2, } 


则 xs 


设 1 区 p< co， 则 BS ong 


p,q1 


Ex 


p.q2? 


S 
C Fo 


DS 
C By pvg 


定理 1.6.2. K-00 < 59 < 51 < oo0 且 si 一 n/p1 = s2—n/p2, 1 < r,q < œ 


本 书 反复 月 


A xe 


Bs 


Pir 


81.6.2. 其 
证 明 一 样 , 第 二 个 车 入 的 证 明 与 Triebel-Lizorkin 空 


c B® 


por? 


中 第 一 


ib 
ae 


SHA AYU 


82 
oe oq 


E 明 是 平凡 的 , 和 Besov 空 间 的 
间 稍 有 不 同 , 证 明 见 附录 . 


§1.6 齐 次 空间 X2 。 -21- 


定理 1.6.3. 设 s >0,m, NEN, N<s,N+m>s,1<pq<œ. WA 


7 awed ni dt\ 14 
Flagg ~ of eugene) 


j=l 
特别 若 s > 0, s ¢ N, 则 


1/g 

= dt 

oe a(ls]-s) [s] pja 
IIFllas , (> sap I a 0 : 


下 面 的 命题 是 命题 1.5.1 和 定理 1.6.3 的 推论 , 表明 了 齐 次 和 非 齐 次 空间 的 


命题 1.6.4. 设 s > 0, 1 <p,q<o. MA 
B= Bes 
最 后 我 们 给 出 齐 次 Besov 空 间 上 的 一 个 插值 不 等 式 , 在 PDE 非 线性 项 的 估 
计 中 非常 有 用 , 见 [43, 51]. 
命题 1.6.5. (SHHolder KFA) 设 1 < pi, qi S œ, 0 < b; < 1, cio ER 
(i= 1,..., N), DÈ 10: = 1,0 = > bioi 1/p = DN 0i/pi, 以 及 1/g = 
Dia 0/qi. WANN BS p C Bl, Batty enh, Be 


By; Gi PW Pisdi? 


vl pg, <T 301 


Pidi 


这 一 信 计 对 了 19 也 对 (pp; # 00). 


证 明 . 先 对 L? 空 间 使 用 Ho6lder 不 等 式 , 再 对 b 空 间 使 用 Holder 不 等 式 , 即 可 
证 明 结 论 . 详细 如 下 : 


1/q 
llvllag = (Sema. D 


keZ 


1/q 
<(5 atJ] Axullgi ‘ 
keZ 


i=1 


1/q 
= (= [oe 


KEZ i=1 


N 
< J [lole 
i=1 


Bpi, qi 


XES FL MR Te. 
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81.7 ”Bessel(Riesz) 位 势 空间 Hs (H85) 


回忆 大 = (I 一 A)*? 和 1。 = (A)*? 分 别 被 称 为 Bessel 位 势 和 Riesz 位 势 


设 
l1<p<o%, —œ < s< 0%. (1.7-1) 
我 们 记 
={17s 有 :Im 一 zj<oo (1.7.2) 
= {fe A: Willig = ell <}. (1.7.3) 


H5 MHS 分 小 别 被 称 为 是 Bessel 位 势 空 间 和 Riesz 位 势 空 间 . 下 ARITA EHS 
FAS ERE EZ: 


定理 1.7.1. (Littlewood-Paley FA h & 3£) 设 s,p 满足 (1.7.1). 则 在 等 
价 范 数 意义 下 , 有 


Hi = Ffo, H$ = Ffo. (1.7.4) 


定理 1.7.1 可 以 在 许多 著作 中 找到 , 如 见 Stein [140], Triebel [157]. 我 们 这 
里 略 去 证 明 . 


定理 1.7.2. 设 -co < s < s1 < œ, 1 < pı S p2 < œ, sı — n/pı = 
s2 一 n/p2. WA 


Ho C 万 52 


s2. Bene. (1.7.5) 


证 明 . 这 是 定理 1.7.1 和 定理 1.4.5, 1.6.2 的 直接 推论 . 


命题 1.7.3. 设 s,p 满足 (1.7.1). 我 们 有 下 面 的 结论 

(1) Hi 为 Banach 空 间 ; 

(2) 多 CHSC SA LIEH PAE 

(3) Bip CH; C Bio pe ee 

(4) Hs c Hs (e > 0); 

(5) Hg C L® (s > n/p). 

注 记 1.7.4. 命题 1.7.3 中 的 (1)-(3) 对 Riesz 位 势 空 间 也 是 成 立 的 , 命题 1.7.3 
的 证 明 也 是 由 定理 1.7.1 和 ;的 相关 结论 得 到 . 


§1.7 Bessel(Riesz) 位 势 空间 Hs (A8) Do 


命题 1.7.5. 设 s > 0, 1 <p < co. 我 们 有 Hs = Le N HS. 如 果 s 为 整数 , 则 
有 


Ifllas ~ > ID° fle- 


lal=s 


下 面 我 们 再 建立 一 个 变形 的 Halder 不 等 式 , 这 一 不 等 式 最 早 似乎 见 
于 Pecher [130], 后 来 作者 在 博士 论文 [166] 给 出 下 面 较为 完整 的 形式 . 


命题 1.7.6. (变形 Ho6lder 不 等 式 ]) 1 < p< co, 1 < Pi < co. ha; 为 多 
重 指标 满足 |ai| < Si, Pi > 0, 


1 a A 
ai = pi (+ - ==), i=0,1,.., N +1. (1.7.6) 
Pi n 


如 果 每 个 ui > 0, LONG! ai = 1/p, WA 
N+1 


| I este 
i=0 ue 


(1.7.7) PAPAS AR BEN HS, 结论 仍然 成 立 . 


N+1 
„|| Pi 
<C II Reale (1.7.7) 


证 明 . 设 g; = 1/a;. 由 于 1/p = YAN 1/qi, 我 们 由 Holder 不 等 式 得 到 


N+1 N+1 


| Toe) < I [Dul < I lla (1.7.8) 
2 一 0 


Pilli 


注意 1/pigi — lail/n = 1/pi — si/n, 使 用 嵌入 定理 1.7.2, BIAS c Hil. 结 
4 (1.7.8) 得 到 结论 . 


命题 1.7.7. (变形 H6ldqer 不 等 式 IT) 设 1 < p< 0,1 < pi < ~, jail < si, 
pi > 0, ai 同 (1.7.6). 我 们 有 


(1) 如 果 每 个 qi #0, HDs a: = 1/p, 则 有 


N+1 N+1 
Qin, .| Pi || Pa 
| II ID™ul"||_<C I ell fie (1.7.9) 


(2) FD a,s0 48 <1/p < DL, pi/pi, NOTI BRR, 
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HERH. 首先 我 们 证 明 (1). 不 妨 假设 ao, …,aK > 0, QK415+,Q4N41 < 0. 我 
们 由 Holder 不 等 式 得 到 


N+1 N+1 
| I ow] SI I[ pells. (1.7.10) 
i=0 i=K+1 
| 命题 1.7.6 知 道 ， 
[Tip I? s TI lezy (1.7.11) 


la; < 0 (i= K +1,..., N +1) 和 命题 1.7.3 的 (5) 知 道 ， 


N+1 N+1 N41 
I[ ovals II |D% wilg S IRA (1.7.12) 
i=K+1 i=K+1 i=K+1 i 


结合 (1.7.10)-(1.7.12) 得 到 结论 . 

下 面 证 明 (2). 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 ao, ,ak > 0, aky =... = QJ=0, 
aJ+1,- AQN+1 < 0. 

情况 1. 1/p < > Pi/pPi， 由 己 知 条 件 我 们 首先 可 以 取 到 qk41,.…, Nn > 
1 (对 任何 i > K, qi > pi/pi) 满足 


K NH, 1 E i 
Svat >》 <-s E (1.7.13) 
i=0 eet P jo? 


从 而 一 定 可 以 选取 到 g; (i = 0, ..., K) 满足 pi/pi < qi < 1/a; H1/p = YAD 1/ai. 
重复 上 面 的 计算 , 得 到 


N+1 N+1 


| II [Dhull] <e II ec ag (1.7.14) 


PEN 


1 于 1/qipi > 1/pi — (s — lail)/n, pi < qipa BRAN CoH. H 
合 (1.7.14) 得 到 结论 . 

情形 2 Xo pi/pi < 1/p < EED Pi/Pi， 此 时 可 令 g; = pi/pi, i = 
0,..,K. Xi = K4+1,..,N41, MEA WFR BIG: c [pi/pi 00) 使 得 1/p = 
SrH 1/qi. 平行 如 上 的 讨论 ， 就 可 以 得 到 结论 的 证 明 . 
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81.8 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 : 分 数 阶 导数 情形 


我 们 把 Gagliardo-Nirenberg (GN) 不 等 式 推广 成 分 数 阶 导数 形式 , 通过 使 
用 二 进 制 分 解 , 对 这 一 不 等 式 得 到 了 一 个 非常 简单 的 证 明 . 另外 , 分 数 阶 导数 
BS 也 是 有 独立 意义 的 . 本 节 的 结果 是 由 本 书 第 一 作者 得 到 的 , 没有 发 表 过 . 


情 


81.8.1 Besov 空间 情形 


命题 1.8.1. 设 0 < p,pi,g,g; < co, S$, 50; 5S1 E R, so <S s1, 0S0 <1. 假定 
1 1—0 0 
-一 L (1.8.1) 
q qo qı 
那么 
< 1-0 0. 8. 
[lss, S lalla Tele, (1.8.2) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
1 1 1 
5 =(1 a)( 2) | a( 2), 0(s1 — so) 2 s — so. (1.8.3) 
p n Po n Pı n 
Bs 和 Bs y DARES, 和 Fs 所 取代 , EER. 
证 明 . (充分 性 ) 由 条 件 (1.8.3)， 
1 工 一 
eG E (1.8.4) 
P Po Pı n n n 
选取 p* 和 s* 满足 
1 1 
一 二 一 十 7， 5 二 $8 十 n0. 
p 
使 用 凸 性 Holder 不 等 式 , 我 们 有 
(1.8.5) 


ie < FIE 4 
fles, S Ms, ls 


使 用 包含 关 系 局 。C By 我 们 得 到 结论 
(必要 性 ) 使 用 scaling， 
Og, = xl A>0 


因此 , 如 果 (1.8.2) 成 立 , 我 们 有 
As—n/p-[(1—0)(so—n/po)+0(s1—n/p)] < C, 
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SA > 0 或 入 一 co, FTI ANG Bll s —n/p—[(1—9) (80 —n/po) +0(s1—n/p1) = 0. 

下 面 , 我 们 证 明 s 一 so < 0(sl 一 so). AAP, s 一 so > O(s1 一 so). A 
先 假设 so = 0. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 假设 supp y C {E : 1/2 < |é| < 3/2} A 
对 3/4 < |E] < 1, (£) =1. 从 而 ， 


p(t) =1, 3-27? < jE < 2. 


记 
pi(é€) = 9(2(€ — (7- 2-8, 0, ...,0))), (1.8.6) 
对 充分 小 的 e > 0, id 
N 5 
t)= D> 2% pj(6). (1.8.7) 
j=100 
这 导致 
N š 
lAN; = $ rrj ap. 
”  j=100 


Pez 


主意 到 ej(6) = 1 Ep 的 支 集 上 成 立 , 我 们 有 


lF = p) = lF pilly = IF" pollp- 


从 而 ， 
Ifllag, ~ 207%. 
类 似 地 ， 


flag, ~ 2) Wiry te, 


1(1.8.2), 我 们 得 到 24s+e)N < geNgnON 但 ey 充分 大 , 这 与 s > bs, F 
E. 用 s — so 取代 s, 可 以 得 到 一 般 情形 的 证 明 . 

我 们 自然 要 问 : 条 件 (1.8.1) 是 否 对 (1.8.2) 也 是 必要 的 ? 回答 是 否定 的 , 我 
们 有 下 面 的 


命题 1.8.2. 设 0 <q < co,0 < po, pı; p Sœ, 0 <0 <1, 一 oo < s5,50,51 < 
co. 那么 


i= 9 0 
lules, S Well geo Nel ges (1.8.8) 
P100 


81.8 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 : 


分 数 阶 导数 情形 oF 
成 立 的 充 要 条 件 是 
1 1 1 
(1p) ( 2) +9 (ż z 3 (1.8.9) 
p n Po n Pı 
TR A (1.8.10) 
p po 
s < (1 — 0)so + 651. (1.8.11) 
证 明 . 我 们 不 妨 设 so = 0, 其 余 情况 可 以 类 似 证 明 . 
(充分 性 ) 第 一 步 , 我 们 考虑 p > po Vp 的 情况 . 由 定义 ， 
1 
q 
lulas, = | >, NelAwull (1.8.12) 
, N dyadic 
从 (1.8.11) 可 以 看 出 
1 = 1 4 
0 (5 -> pa *) =a a (2 | ) (1.8.13) 
p m n n po p 
POE EN n AAT (8-2 a l a 2-8) >0 
情形 1. 我 们 考虑 
Cope ep, peo (1.8.14) 
p P po 2 
首先 , 我 们 考察 q < 1/2, gt EN 的 情形 . 为 简明 我 们 记 K =q. 因此 ， 
lulls, < 2 Nyt... NX NA NAN... An ull 
Pod >Nk 
S S 2 
“ys (NE NENA Nel Anul)" 
Nı2...>Ng 
x (NS NAN -Angul 7? . (1.8.15) 
由 Bernstein 不 等 式 ， 
|Anullp < NP? ||Ayullpo, (1.8.16) 
Aull < NP? | Anull: (1.8.17) 


可 以 选取 a € (0,1],k > 1 满足 9K =k—-1t+a. 因此 ， 


[Any Ulp---[Aivicellp 
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=(AnitllyAn ulol Anul) l Anula “NAN lp. Anulo) 
< G 55 p) 20 2 20 P 1l—a 
~ MN Net NR "Anullo lAN tllpo +- Anullo 
n n n n 
alg 
NPP NEI NEPE Analy, Antip Anul: 
(1.8.18) 


将 (1.8.18) RA (1.8.15), 我 们 有 


2 
lul < BD (NIIAmalp 1Aweallos 


Nı2...>Ng 
x A(Nı, -- Ng) Pa DPK lu lg Pean, (1.8.19) 
其 中 
eer sits B Pi sits eae re sı 
A(N Ne) = (N; N? N, 
L TTE aaa R44 sy g(a) 
x Ny aC Nat aT aad Ny? °) 
(1.8.20) 
1(1.8.19) 我 们 有 
K 
lulas < 2 ACN Ne) DNF Aulo) (1.8.21) 
' Niza .> Ng 4=1 
(1—q)0 ya- 
x [ul elig 9. (1.8.22) 
从 而 , 只 要 证 明 
K 
S> ACN... Nx) SON FAs ullo)? S lulls ; (1.8.23) 
Nı2...>NkKg j=l 


事实 上 , (1.8.20)-(1.8.23) 强 含 所 要 的 结果 . 最 后 , 我 们 证 明 (1.8.23). 使 用 条 件 
条 件 (1.8.14), 我 们 有 下 面 的 估计 : 


D ACNi,... Nr)(NEllAnullp)® 
N12>...>Nk 
Neg \ Oe te p) F 
<> CB) IArprull 
Nk-1>Nk 


$ lulls (1.8.24) 
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情形 2. 考虑 下 面 的 情况 : 
RL ea a <0, (1.8.25) 
PPI po P 


这 种 情况 类 似 情形 1, BULA PR AIUCED py, <n BUAR(L.8.15) 中 的 求 
AEX ys. >w ,然后 重复 如 上 证 明 即 可 , 详细 证 明 省 略 . 
第 二 步 , 我 们 考虑 p < po V pi 的 情况 . 由 于 0 e (0,1) H.1/p < (1 一 0)/po 十 


6/p1, 易 见 po Æ pı Hpo Api <p < po V pi. 设 0 <e 之 1. 由 第 一 步 的 结果 ， 


1/2 
Bpo 


1/2 
BEE’ 


flag, S IARE (1.8.26) 


因为 so — n/po 关 sı — n/p, 可 设 so 一 n/po < sı —n/py. 这 导致 1/p 一 s/n € 
(1/po 一 so/n, 1/pi — s1/n). 所 以 , 当 e > 0 充分 小 ， 


1 ste ( 1 so 1 2) 
p n po np nj’ 
于 是 存在 04 € (0,1) 满足 
1 + 1 1 
= (1 04) ( 2) | 0 ( 2) . 
P n Po n Pı n 


故 由 命题 1.8.1, 我 们 得 到 


< I| fli- o- 

lles SMA NAS (1.8.27) 
a 1—04 b4 

Ifllages SMA M Ben (1.8.28) 


易 见 9 = (04 十 9_)/2. 将 (1.8.27) 和 (1.8.28) 代入 到 (1.8.26), 我 们 得 到 结论 . 


(必要 性 ) 只 要 证 明 si — n/p. Æ so —n/po. AAA, MAs 一 n/p = 
so — n/po = sı — n/pr. 设 


N 


TO= S Mae): 


j=100 


(1.8.29) 


我 们 看 到 | files, ~ N14, | flBs .~ 1. 但 是 这 与 (1.8.8) 矛盾 . 
81.8.2 Triebel-Lizorkin 空间 和 分 数 阶 Sobolev 空间 情形 


对 Triebel ANF, 的 情况 , 我 们 有 


- 30. 第 一 章 Fourier 乘 子 、 函 数 空间 X; 。 
命题 1.8.3. 设 0 < p,po,p1,9 < œ, 8,890,851 CR,0<O<1. 那么 
lullżs, S lulls o lulle (1.8.30) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
1 1 1 
ee) ( 2) +0 (— 国 3 ， (1.8.31) 
p n Po n Pi n 
s < (1 — 0)so + 651, (1.8.32) 
Æ s = (1— 8)so + 0s1, 则 so Æ s1. (1.8.33) 


不 等 式 (1.8.30) 在 凸 性 条 件 s = (1 一 0)so 十 0s1, 5 = E2 442 下 的 充分 


性 可 见 [125, 20]. 下 面 是 分 数 阶 导 数 情 形 下 的 GN 不 等 式 : 


推论 1.8.4. 设 1 < p,pi < œ, s,s0,s1 ER 恨 ,0<0<1. 则 
lull zrs S lullzzo llull% sı 
成 立 的 充 要 条 件 是 
: 2-1" 46(- 2), s < 051. 
p n Po pı n 


命题 1.8.3 的 证 明 . (充分 性 ) 首先 考虑 s < (1 — 8)so + 051 的 情 
选取 充分 小 的 s > 0 满足 


s < (1 — b)să + 0sž, s% := so — €, s := s1 — E. 
0 1> 0 £2] 


因为 e > 0 充分 小 , 我 们 可 以 假设 


1 1 a 1 1 E 


0 0 
Po Po n Pi Pı n 

因此 ， 
1 0 1 了 
-人 
p n Po n P n 

这 导致 
1 1-0 0 5s a 9) 80 gi ._ peo 


(1.8.34) 


(1.8.35) 


B. RAIE A 


(1.8.36) 


(1.8.37) 
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取 

1 1 

一 二 二 十 7， s*=s+4+nn, (1.8.38) 
p 也 


我 们 看 到 
1 1-60 0 

= | Ss = (1 = 0)sr 4+ 0s. 1.8.39 

a a ( )s0 1 ( ) 


使 用 Holder 不 等 式 , 类 似 Besov 空间 情形 , 有 


一 0 
llas, SIPS MNE - 


* 
1 
* 
aL 


Pa Pid 
A> > 
由 包含 关系 
. a . * 
50 50 S1 si 
Fpo,oo = Fo FD 1,00 . Pps, 


其 次 考虑 s= (1 一 0)so 十 bsl Hso # sı 的 情形 . 使 用 引 理 B.2.1， 


29 Asflles S N2 A; fle 2°? Afl. 


再 关于 空间 变量 使 用 一 次 Holder 不 等 式 , 我 们 便 得 到 结论 . 
(必要 性 ) 只 需要 考虑 s = (1 一 0)so + 0s, 的 情况 ,如果 so = si, W 
s = so = 51. 不 失 一 般 性 , 设 p; 由 (1.8.6) EM, w 


fO= D 21 p;(€). (1.8.40) 
j=100 
这 导致 
flix, =F (pl ~ 1. 
但 是 ， 
| ~ Na 
这 与 GN 不 等 式 矛 盾 . 


下 面 的 插值 引 理 在 研究 非 线 性 Schrodinger 方 程 的 blowup 解 的 集中 现象 
和 defocusing HJH! 临界 情况 下 的 散射 算 子 的 存在 性 起 着 重要 作用 . 这 种 想法 
可 以 追溯 到 Bourgain [12], 一 般 情 形 由 作者 [174] 给 出 , 它 是 上 述 结果 的 推论 . 
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命题 1.8.5. 假设 0 < po <p<%,0<r<o0%,-0<s1<s<s0<o%, 


0<0<1 E 


TOT ee s = so + (1 — 0)sı. 


我 们 有 


1-6 0 
elle e < Clelia mn) lull so, Ry 


(1.8.41) 


(1.8.42) 


第 二 章 ”Navier-Stokes 方 程 的 局 部 、 整 体 解 


本 章 研究 Navier-Stokes 方 程 (NS 方程 ) 解 的 局 部 、 整 体 适 定 性 . 所谓 适 定 
PE, 是 指 方程 的 解 的 存在 唯一 性 , 继承 性 以 及 解 对 初始 值 的 连续 依赖 性 . 所谓 
继承 性 , 是 指 初 值 属于 什么 空间 , 则 得 到 的 解 在 任意 生存 时 间 也 属于 相应 的 空 
E. 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 是 指 若 两 个 初始 值 相差 很 小 , 则 得 到 的 解 在 任何 生 
存 时 间 里 也 相差 很 小 . 所 谓 局 部 (整体 ) 解 , 是 指 解 在 某 个 有 限时 间 区 间 ( 整 个 展 
WR, = [0, co)) 存 在 . 

寻求 非 线性 发 展 方程 解 的 局 部 、 整 体 适 定性 , 需要 我 们 在 解 与 生存 空间 中 
寻找 一 种 平衡 , 弱 解 、 广 义 解 生存 的 空间 范围 太 大 而 难以 得 到 唯一 性 ; 光滑 解 
依赖 的 空间 又 太 小 , 生存 成 了 问题 . 寻求 解 与 空间 的 平衡 , 又 与 方程 自身 的 结 
构 、 算 子 、 半 和 群 有 和 干 丝 万 缕 的 联系 . 这 也 正 是 非 线性 发 展 方程 的 困难 和 魅力 所 
在 . 


| 


NS 方程 被 公认 为 是 流体 力学 领域 的 最 基本 的 方程 , 困扰 人 们 多 年 的 三 维 
和 三 维 以 上 空间 的 整体 光滑 解 的 存在 性 迄今 一 直 没有 解决 . 


§2.1 引言 


关于 NS 方程 , 二 维 空 间 的 整体 光滑 解 是 由 Ladyzhenskaya [102] 首先 用 能 
量 方法 得 到 的 , 之 后 Kato [71] 用 半 群 方法 结合 热 半 群 的 衰减 估计 得 到 一 个 新 
的 证 明 . Kato 也 证 明了 高 维 空间 NS 方程 在 L” 的 局 部 解 适 定性 . 本 书 基于 线 
性 抛物 方程 的 解 的 时 间 - 空 间 混 合 估计 给 出 L* 解 的 局 部 适 定 性 的 更 简单 的 证 
BA, 是 由 本 书 第 一 作者 给 出 的 . 二 维 空间 中 使 用 能 量 守恒 , 便 可 以 得 到 整体 适 
定性 . 但 遗憾 的 是 , 在 三 维和 三 维 以 上 空间 中 , 由 于 L 是 NS 方程 的 临界 空间 ， 
仅 用 现在 已 知 的 能 量 估计 无 法 控制 解 的 7" 范 数 , 整体 解 的 适 定性 无 法 得 到 . 
本 章 的 方法 当然 也 适用 于 其 他 抛物 型 的 半 线 性 方程 , 如 Ginzburg-Landau 77 

不 可 压 的 NS 方程 模型 如 下 : 


up — Au+(u-V)ut+Vp=0, divu=0, u(0,x) = uo(z), (2.1.1) 


其 中 A = DE, 62, V = (00 divu = Ou +... + Or Un, u = 
(ui,-..,Un) Fl p X (t,£) € Ry x R” 的 实 未 知 函 数 , uo = (ud, ..., ur) 表示 wv 在 
时 间 ¢ = 0 处 的 初始 函数 . 
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由 方程 的 自身 结构 , 我 们 容易 推出 (2.1.1) 的 光滑 解 在 形式 上 满足 下 面 的 守 


1 


sluollg, (2.1.2) 


1 t 
pluie + /Ives) has = 


其 中 Jul? := OM, luill, u = (an, .., un). 按照 上 面 的 守恒 律 , 我 们 很 自然 要 
关心 解 在 LR) 中 的 适 定性 , 尤其 是 整体 适 定性 . 

使 用 紧 性 方法 , 容易 得 到 (2.1.1) 在 任意 维 空 间 的 弱 解 的 存在 性 , 但 是 对 
高 维 空间 n > 3, 弱 解 的 唯一 性 、 对 初 值 的 连续 依赖 性 难以 用 紧 性 方法 得 到 |; 
见 [106]. 


82.1.2 ”NS 方程 的 变形 


设 wu,p 是 NS 方程 的 光滑 解 . 在 形式 上 对 NS 方程 的 第 一 个 方程 求 div, 注 
意 到 第 二 个 方程 divw = 0, 我 们 立即 得 到 


Ap + div [(u: V)u] = 0. (2.1.3) 


得 到 p = (A) tV div[(u- V)u]. 为 了 记述 简单 , 我 们 再 记 
P=I+(—A) 'Vdiv. (2.1.4) 


将 p 从 (2.1.3) 中 解 出 然后 代 回 到 (2.1.1) 的 第 一 个 方程 , 我 们 得 到 


ui — Au+P[(u-V)u] =0, u(0, x)= uo(z). (2.1.5) 


于 是 , NS 方程 被 化 成 抛物 类 方程 . 


82.1.3 ”临界 空间 


如 果 是 (2.1.5) 的 光滑 解 , 则 wy = Xu(X2t, Aw) (VA > 0) 也 是 NS 方程 的 
光滑 解 , 初始 值 为 w(0,z) = Xuo(Xz). 注意 到 


lx(0, za = Alluo(A llr) = AT”! uoll ce cen) (2.1.6) 


我 们 知道 > = n 恰好 满足 对 任何 入 > 0, uy (0,2) 的 L (R?) 范 数 保持 不 变 . 从 
这 种 角度 看 , 我 们 称 Z 是 NS 方程 在 所 有 L 空间 类 中 的 临界 空间 . 

我 们 也 可 以 算出 H/R?) 是 使 得 wu(0,x) 的 所 有 HR) 范 数 保持 
不 变 的 唯一 空间 类 . 我 们 也 称 太 V2-1 为 NS 方程 在 所 有 Hs 空间 类 中 的 临界 空 
间 . 从 另 一 方面 讲 , 注意 到 A COL” NRA, 也 不 难 理解 H 为 


临界 空间 . 


§2.2 热 半 群 的 时 空 估计 


. 35. 


§2.2 ARRAN (hit 


§2.2.1 ” 热 半 群 的 空间 L"  Lethit 


WHE = et = Fre UVP 多. 由 于 e- 红 | 为 指数 衰减 函数 , 这 对 应 物理 


上 的 耗 散 现 象 ， De 作为 本 节 的 开始 , 我 们 有 下 面 


AIL? 一 LP 估计 , 这 一 估计 来 历 已 久 , 可 见 [134]. 
命题 2.2.1. 1 <r <p< oo. 则 有 如 下 估计 


证 明 . 首先 , RANEH (E) : LT > L". 使 用 Young 不 等 式 ， 
A(t) lle < Fe P alf S Il- 


其 次 , RANEH Ellere. 仍 使 用 Young 不 等 式 ， 


—tlel?2 一 也 : 
IEH Flo < Fe fl S #7 Uf le 


现在 对 任何 p > r, 先 使 用 Holder 不 等 式 ， eign ae 有 


EC) Flo < WHFS LOSI? < FOP fle. 


下 面 我 们 来 估计 || 6。 H(t) Flle 还 是 使 用 Young 不 等 式 , 有 


Oe, H(t) Fle < LF (Ge ii fle S 73 fle 


IVE fll St [fle 


综合 (2.2.4) 和 (2.2.6), 我 们 立即 有 


|VH(t) fll = H(t/2)V HE/2) fllo S ËE PIVE fl 


SEEGI 
这 正 是 我 们 想 要 的 结果 . 
作为 推广 , 我 们 还 可 以 证 明 , 对 任何 s > 0, 1 <r<p<o, 


(A) Flp St fl. 


—k_ni_l 
IV*H (t)fllp St a PF lle k=0,1, t>0. 


(2.2.1) 


(2.2.2) 


(2.2.3) 


(2.2.4) 


(2.2.5) 


(2.2.6) 


(2.2.7) 


(2.2.8) 
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§2.2.2 ” 热 半 群 的 时 空 混合 估计 


这 一 部 分 我 们 使 用 二 进 制 分 解 研究 热 半 群 的 估计 , 关于 热 半 群 , 最 早 使 用 
二 进 制 分 解 的 想法 起 始 于 Chemin [24], 下 面 的 结果 属于 [173]. 


命题 2.2.2. ta >dl<r<p<w,0<rAK< 0, 2/y=a4n(1/r—-1/p). 
那么 我 们 有 


IZ (O)Fllcve,;69,) < Cllflla-e (2.2.9) 


证 明 . FER Be TS” 为 指数 衰减 函数 , 为 了 充分 利用 这 一 性 质 , 我 们 使 用 二 
进 制 分 解 算 子 . 我 们 有 


_ [2 
IAO her la lf lhe (2.2.10) 


使 用 乘 子 的 基本 性 质 , 注意 wj = p(2-76), suppe C {E : 1/2 < |El < 2}, 我 们 有 


lege ln, = pe” E yy, < ee OEP gz, (2.2.11) 
HPL > n/2. 使 用 sups>o zx/er < C, 容易 计算 
oe P ae Se (2.2.12) 
于 是 , 由 (2.2.10)-(2.2.12) 我 们 得 到 
jaore | (2.2.13) 
IFA; 一 Aij(2e-odl A; | 0)， (2.2.13) Bit 
AGH) Fle S eo?” AGF lle- (2.2.14) 
(2.2.14) PaO FERC, 
1/ 和 
IHF, S (z asn] . (2.2.15) 
j 


下 面 分 成 两 种 情况 讨论 . 第 一 种 情况 为 7 > A. (2.2.15) mR (R4) 范 数 , 再 
使 用 Minkowski 不 等 式 , 有 


1 信 


= 2k 
> Ast lle 


天 一 一 co 


| 如 的 /Ps 加 = 


ae 


82.2 热 半 群 的 时 空 估计 ey 


2 be 1/X 
s( > le alasi) . (2.2.16) 
k=— o0 Li 
注意 
人 (2.2.17) 
Ly aits 


我 们 从 (2.2.16) 和 (2.2.17) 得 到 p = ruy > 和 时 结论 的 证 明 . Mir < pit, EA ik 
1/p) c Br 7 即 可 得 到 结论 
第 三 种 情况 为 y < 入 由 (2.2.15)， 


[OS asf, (2.2.18) 
+ Pa j 


从 而 得 到 p = ry < 和 时 结论 的 证 明 . 当 r < pit, 同 第 一 种 情况 . 
事实 上 , 上 述 估 计 (2.2.8), (2.2.9) 可 以 发 展 到 0 <r < p< wo, 注意 和 ,yY>0 
均 没有 任何 限制 , 这 多 少 令 人 有 些 惊讶 , 详细 可 见 [173]. 与 (2.2.9) 有 关 的 早期 
结果 属于 Weissler [180], Giga [42], 他 们 的 证 明 技巧 是 使 用 Marcinkiewicz 插值 
定理 . 下 面 是 上 述 命题 的 重要 推论 : 
推论 2.2.3. 记 2/T7(p) = n(1/2— 1/p). 对 任何 2 < p < œ, ANA 
IV A(t) flle, S fir, (2.2.19) 
IHO fis ry ste) S Fle. (2.2.20) 
TEAR. 上 述 命题 中 取 和 = r = 2, (EHB, C LP, 即 可 得 到 结论 . 
为 了 简化 叙述 , 我 们 记 


(A f)(t, x) := f a — T) f(T, x)dr. (2.2.21) 
下 面 推导 xf 的 空 时 估计 . 由 命题 2.2.1， 


t 
Vi flle < f (t-r) FN dr, k=0,1. (2.2.22) 
0 
使 用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 , 我 们 立即 有 
命题 2.2.4. 设 1 rp<<o00,1<7,Y <% 满足 


1 l “无 1 1 k 1 1 
Se i, a <1, k=0,1. (2.2.23) 
yy vw 2 2r p 2 2\r p 


那么 我 们 有 


[VE fll sz) S Fllen Rrr) (2.2.24) 
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命题 2.2.4 未 能 处 理 7 = oo 的 情形 , 此 时 我 们 有 ( 见 [173]) 
命题 2.2.5. Rl<r<w,l<d<rA<oo. MA 
lZ flise, sey S Ile, g2 (2.2.25) 
证 明 . 先 使 用 (2.2.14), 再 使 用 Young 不 等 式 ， 
; 7)2?% 
lAr fle S m An f(r) lpr 
a a Ae die es (2.2.26) 
(2.2.26) 两 端 求 《* 范 数 , 然后 使 用 Minkowski 不 等 式 ， 
oo A I/A 
l flg, S | > Col | 
天 一 一 co 


> Flew (ey 22/9): (2.2.27) 


推论 2.2.6. 记 2/y(p) = n(1/2 —1/p). 对 任何 2 < p < co, 2/y(p) < 1, 我 
们 有 


| Varz2) 2 | fy) R, ze， (2.2.28) 


I fll nc Ry anrora) S IF lieve (Ry y (2.2.29) 


一 件 显然 的 事情 是 , 本 节 所 有 的 空 时 估计 中 , 将 时 间 区 间 民 4 蔡 换 成 有 限时 
间 区 间 , 比如 [0, T], 结论 仍然 成 立 . 


82.3 ”二 维 NS 方 程 在 2 中 的 整体 适 定 性 


首先 我 们 交待 一 下 关于 空间 的 记号 , Hu = (u,...,un), Ellul} = 
i1 lullo Vell = D27110wlX. FAL, X”) 表 示 定义 在 7 取 值 于 X” 


/gq 
lull zar, T) u(t ae), < 00 (2.3.1) 


82.3 二 维 NS 方程 在 到 中 的 整体 适 定性 - 39. 


HERU) = (ur(t), ult) 构成 的 空间 类 ， 若 无 混淆 , LUI, X) : 
L(I,X). 又 记 


[X]? = {ue P” : divu = 0} 在 X" 中 的 完备 化 ， 


然后 用 Ze(7 [8) 表示 定义 在 7 取 值 于 [X]% 且 满 足 (2.3.1) 的 函数 u(t) 
(uz(t), ...,Un(t)) 全 体 . 
在 推论 2.2.3 和 推论 (2.2.6) 中 取 n = 2, p = 4, 我 们 立即 得 到 


IMA) fllzzo,r; £12) S Wf lize, (2.3.2) 
IHE Flor; 14) S Ifl (2.3.3) 
Ve fr2007; 12) S WF llza/s(o,7; 14/3); (2.3.4) 
| fl 007; Panzaom r) S II fgasc0m; 14/3): (2.3.5) 


为 了 记述 简单 , BUNS? cig.) = LP(0,T; LP). 定义 度量 空间 如 下 : 


,+ [Vule as M}, (2.3.6) 
+ ||V (u — v)|lz2 (2.3.7) 


,te[0, T]? 


假设 uo € [L]? := {ue Z xZ : divu = MEL? x HAE. 我 们 考虑 映 
射 : 


D= fu: lulls 


d(u,v) = |u — Olas 


te[0,T 


M: u(t) > A(t)up + APl[(u- V)ul, (2.3.8) 


现在 固定 M > 0 满足 CM < 1/2, 其 中 C 是 下 面 各 式 中 出 现 的 最 大 常数 . 我 们 证 
HM : (Dd) > (D, d) 为 压缩 映射 . EKE, 对 任何 ve D, 


< P 
[2M gy SEO bes epn + CUPL: Vallae (2.3.9) 


[VMullr2 < YH()uoll ra + C||P[(u - Vullljss . (2.3.10) 
zitE[0;T] x,t€[0,T] 


x,tE[0,T] 


使 用 Mihlin RTH, P: L4 一 14/3. 从 而 , 由 Halder FR, 


peie valaas a 5 < llullza [Vullz2 < M’. (2.3.11) 


x,te[0,T] zitE[0,T] 


又 由 (2.3.2), (2.3.3) 以 及 Lebesgue 积 分 的 绝对 连续 性 , TTET, 


[VH (t)uollr2(0,7; z2) + |H ()uollzaco,7; 14) < M/2. (2.3.12) 
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于 是 ， 
[Mele on < M/2+ CM? < M, (2.3.13) 
[VM on < M/2+CM’ < M. (2.3.14) 
同 理 可 证 
d(Mu, Mtv) < salu.) (2.3.15) 


从 而 存在 ve D 满足 积分 方程 


u(t) = H(t)uo + MP[(u- V)ul. (2.3.16) 


luo € [L7]2 AdivP = 0, 我 们 可 以 由 积分 方程 直接 得 到 divw = 0 (缓和 分 布 
导数 意义 下 ). 再 次 使 用 (2.3.5), 知道 we C(0,T; [L7]2). 由 标准 的 抛物 方程 的 
正则 性 理论 !, 我 们 知道 这 样 的 解 是 在 (0, T) x R 中 无 穷 次 光滑 的 . 所 以 , 自然 
有 能 量 守恒 等 式 (2.1.2). MEUT la < jluollz. 按照 标准 的 半 群 理论 , 我 们 可 
以 延 拓 上 面 的 解 , 最 后 得 到 解 的 最 大 时 间 ,, 我 们 需要 说 明了 T,, = co. 若 不 然 ， 
Tm < co. 由 已 知 能 量 估计 ， 


1 t 1 
了 lw 人 他 二 f |Vu(s)[3ds = Slluoll3, Y t< Tm. (2.3.17) 


1Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 ， 


172 1/2 
lel es cory < Melis zlYullzslor z S lluolla, VT < Tm (2.3.18) 


EDE BI AEC ([0, Tm); LS BOELE. 这 样 , 得 到 的 解 可 以 延 拓 到 7 之 
外 , 与 Th RAFE. 容易 验证 , [LP] = {u € L x L : divu = 0}, 此 处 div 是 
在 缓和 分 布 意义 下 . 我 们 证 明了 


定理 2.3.1. iuo € [L7]2. 那么 NS 方程 (2.1.5) 有 唯一 解 u 满 足 
u € C(0,00; [Za N £700,003 [HE), (2.3.19) 
以 及 


1 1 ft 1 
pllu(t)ll3 + 5 I |Vu(s)3ds = 5|luo|l3, 0< t< oo (2.3.20) 


“ 见 本 章 后 面 的 进一步 讨论 . 


§2.4 多 维 NS 方程 在 L" 中 的 适 定性 Al. 
由 半 群 和 压缩 映像 方法 得 到 的 解 自然 是 适 定 的 . 顺便 指出 , 定理 2.3.1 的 
证 明 方法 是 具有 一 般 性 的 , 可 以 很 容易 发 展 到 其 他 抛物 类 方程 , 例如 
— Au + |Vulu=0, u(0, x) = uo(z) 
ELR) 中 整体 适 定 . 再 如 Hamilton-Jacobi 方程 
— Au+|Vul?/? = 0，vw(0,z) = wo(z) 
EL? (R?) 中 局 部 适 定 . 
82.4 ”多 维 NS 方 程 在 L" 中 的 适 定 性 
为 了 记述 简单 , RAWH tep.) = 27(0,T; LP(R")) 并 采用 上 一 节 的 的 
范 数 记号 . 根据 推论 2.2.3 和 2.2.6, 对 n > 3, 我 们 有 
A(t) f\lz2¢,7; 22) S ISl 2.4.1 
A(t) fll ea S IFz- 2.4.2) 
VÆ fr2007: 12) S IFI pery (2.4.3) 
A Í| ovr, anru 人 S Airera (2.4.4) 
我 们 很 想 套用 上 一 节 的 技巧 , 但 是 很 不 幸 的 是 ， 
(u: V)ull rers < s [Vul a a (2.4.5) 
此 时 , 上 面 的 线性 估计 不 包含 在 L732i0zy 中 的 控制 , 所 以 , 我 们 还 需要 
推论 2.4.1. 我 们 有 下 面 的 估计 
H(t)uol| ze or X |luolln, (2.4.6) 
H (t)uo|lzæ({0,r; Ln) S volln. 2.4.7 
Va finta ,3 IAI eyz > 2.4.8) 
V< flLw (0; rm S IAI eo (2.4.9) 
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WEAR. 在 命题 2.2.2 中 取 定 p= 二 7 = 入 =n, 7 二 2 十 n, 得 到 


H(t)uol spn cr, ,B20+®) S uoll po „S [lvolln- (2.4.10) 


使 用 嵌入 关系 B2p2tm CRIM c EO ag = L", 我 们 知道 (2.4.10) A 
含 (2.4.6). (2.4.7) 是 显然 的 . 

(2.4.8) 直接 可 由 命题 2.2.4 推出 . 命题 2.2.5 中 取 r = 入 = (n + 2)/2, 

= (n 十 2)/2, 得 到 


| Plis Ry; POND (nt2)/2) ~ S Mlle 19/2 (R45 Bon 49) 72, (n4-2)/2) ( ) 
这 蕴含 
VA n= n n ; 2.4.12 
[VA F| oom, Beam) S S MEM cea ( ) 
/(2+n) _ pi(n—2)/(2+n) 0 
使 用 能 入 关系 刀 a oj 一/ C En = L", 我们 知道 (2.4.12) 
HA (2.4.9). 


TT 


E H HS R PE it E DA EE E L” 中 的 局 部 适 定性 和 小 初 值 时 的 整体 适 定 性 . 
我 们 使 用 与 n = 2 时 平行 的 记号 [XX]?. 我 们 有 下 面 的 

定理 2.4.2. 设 uo € [L"]8. 那么 存在 Ti > 0, 使 得 NS 方程 (2.1.5) 有 唯一 
解 以 满足 


u € C([0, Tm); [L"]2) O L?” (0, Tm; I. (2.4.13) 


loc 


se KT < x, N) A ||ul| 22+» 0,0; L2tn) = ©. 42 X ||uolln 充分 小 ， NY Tin = co. 
进一步 , Huo € [L7]8, 那么 还 有 w € C(0, Tm; (L718), Du € L7(0,Tm; I), 
以 及 


1 1 
slu(OI+ 下 |Vu(s)[3ds = S|luoll3, 0 <t< Tn. (2.4.14) 


证 明 . 定义 度量 空间 如 下 : 


9 = fu : allze, <5 lullzetomhzo < 2Cluolln } ， (2415) 
d(u, v) = ||u — Ui pee an (2.4.16) 


我 们 考虑 映射 : 


M: u(t) > H(t)uo + MP div (u 8 u), (2.4.17) 


§2.5 NS 方程 解 的 正则 性 . 43 . 


由 推论 2.4.2, 我 们 有 


Dr n < | 万 (人 din 元 
| le SH or epe 
< ||H(t)u tn epee 
< |H (t) ol rat on | zaer 
S H ()uoll pan _ +0, (2.4.18) 
zitE[0,T] 
|| Mul|ro(0,7; i) < |luolln + llu ® ull erm 
«x,tE[0,T] 


WA 


uolln + 6°. (2.4.19) 


使 用 标准 的 方法 , 如 果 C6 < 1/4, RANA EHM EMD 到 自身 的 压缩 映射 ， 
从 而 存在 w 满足 积分 方程 


u(t) = H(t)uo + SPV - (u8 u). (2.4.20) 


使 用 标准 的 技术 , 我 们 知道 , 此 解 在 L2+7?(0,T; L) 中 唯一 . 按照 半 群 的 
一 般 理论 , 我 们 可 以 延 拓 得 到 的 解 , 最 后 发 现 一 个 最 大 时 间 T,, 使 得 解 v 满 
Au € CUO Tim); LIA L6"(0, Tins [Z2*" 18). 

如 果 wo € [5L2]8, 则 我 们 可 以 使 用 (2.4.1)-(2.4.5), 类 似 二 维 情形 , 知道 E 
C(0,T; [L7]?), Ox,u € 52(0,T;[L2]8)， 由 标准 的 抛物 方程 的 正则 性 理论 , 我 
们 知道 这 样 的 解 是 在 (0,T) x Re 中 无 穷 次 光滑 的 . 所 以 , 自然 有 能 量 守 恒 等 
式 (2.1.2). 当 |lwuoll 很 小 的 时 候 , 我 们 可 以 直接 在 构造 的 度量 空间 中 取 T = oo, 
可 以 证 明 相应 的 结果 . 


§2.5 NS 方程 解 的 正则 性 


本 节 我 们 来 证 明 , 当时 间 t > 0, 上 面 得 到 的 NS 方程 的 解 实 际 上 是 无 穷 次 
光滑 解 , 更 进一步 , NS 方程 的 解 当时 间 t > 0 时 是 实 解析 解 . 


82.5.1 Gevrey FRAN AE TA] ES ] 


我 们 首先 引入 Gevery 类 的 概念 . Ks > 0. id 


1 S 
G(R”) = f; E CR"): 3p, M >0 s.t. IF ll gm < M (=) ,VM € za} 


我 们 称 G。(R") 为 Gevrey s- 类 . 
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我 们 本 节 的 目标 是 证 明 NS 方 程 的 解 属于 Gevrey 1- 类 . 为 了 实现 这 一 日 
标 , 我 们 采用 了 及 "的 Wiener 分 解 为 工具 . 在 第 6 章 , 我 们 将 进一步 使 用 频率 空 
间 的 Wiener 型 分 解 研究 色散 方程 ， 设 Qs 为 中 心 在 a € Ze 的 单位 方 体 , BH, 
Qa = a + Qo, Qo = {x = (z1, ...£n) :一 1/2 < zi < 1/2}. 这 种 分 解 我 们 称 之 
HR” 的 一 致 分 解 . SR” 非 齐 次 的 二 进 制 分 解 相 比 , 一 致 分 解 更 加 细致 , 将 
致 分 解放 到 频率 空间 , 然后 和 Lebesgue 空 间 4(Z2) 组 合 , 这 就 产生 了 下 面 的 空 
间 类 ; 


B31 = fy E F'(R”): |Iflla;, = X 2l |2- xof 


kez” 


p<}, (2.5.2) 


这 类 空间 及 其 推广 Es。 是 由 [179] 定义 并 给 出 系列 研究 . BLES, 为 Banach 空 
W. Eja 属于 加 指数 正则 性 权 的 模 空间 , 从 PDE 的 角度 看 , 这 类 空间 与 经 典 的 
模 空间 有 很 大 的 差别 , 它 拥 有 无 穷 次 光滑 性 , 而 经 典 的 模 空间 2 ;定义 如 下 (等 
价 范 数 ): 


xo 


M31 = fs e '(R"): Ifl = 2 (k) 
k 


Ez” 


|, x ~| » (2.5.3) 


\ 


E(k) = 1+ |k|. M3 1 拥有 有 限 次 光滑 性 ， 它 和 Besov 空 间 Bo 174 接近 ( 见 本 
书后 面 ). Bs 1 的 无 穷 次 光滑 性 可 以 由 下 面 的 结果 看 出 ( 见 [179]): 


命题 2.5.1. 我 们 有 


Gı = |] Fin. (2.5.4) 
s>0 


WEAR. 首先 , 我 们 证 明 对 任何 s > 0, BS, 是 G1 的 子 集 ， 事实 上 , XE 
fl f E E1, 0<c<&1, 


flan SIV" Sle, 
<¥ Ixalél"F ll 


kez” 
S X (kl + Vn/2)" lixo f lle 
kez” 
m! (cs)™(|k| + C)” 和 ~ 
< s|k| 
~ (cs)™ = m! . 2slk| 2 lIx@uF le 
m! 
Ta 


(cs) 


§2.5 NS 方程 解 的 正则 性 . 45 . 


男 一 方面 , wf € Gi, 二 > n/2, 使 用 Taylor 公式 和 Halder 不 等 式 ， 


A 
lflle = So 2'lxo f lle 


kez” 


~ (sIn2)™ m A 
Sr Dm E krai 


m=0 ` keZn, |k|>1 


(sln2)™ 一 一 一 
S Ilflla+ , ` CHI xa EF |l 
m.: 

m=0 kEZ”, |k|>1 


CoO C m 
siit > C Eilen 
m=0 


m! 


si > Cae 


选取 0 < s <1, HAIER _g(C's/p)™(m 十 万 上 WI. Wf E BS. 
82.5.2 WERE ES PHI 


使 用 命题 2.5.1, 我 们 要 想得到 NS 方程 的 解 u 属于 Gevery 1 类 G1, 只 需要 
Bu REHEAT BS (s > 0) 即 可 . 按照 自然 的 想法 , 我 们 需要 估计 |H(t)uoll es , 
Ml f || 25 | 


命题 2.5.2. H (t) =e UA). 存在 常数 c > 0 使 得 对 7 = 0,1, 


[VIE (t)uoll pgs, $ luola, (2.5.5) 


t 
Vv f Hi(t — 7) f(r)dr < (T + T11/2) sup | res (2.5.6) 
0 Egt TE[0,T] 


sup 
te[0,T] 


证 明 . 为 了 方便 , 我 们 总 采用 记号 (k) =1 + |k], 和 


a 多 . (2.5.7) 


由 Plancherel 等 式 ， 


|x Hi (tuolla = Ilva, (Ee Ct) Fuglla < e~ CAH) Ouoll2. (2-5.8) 


由 定义 , AmA Fk € Z” RKM, 即 可 得 到 (2.5.5). 
下 面 证 明 (2.5.6). 不 妨 设 T < 1 (T > 1 时 同 理 可 证 ). 当 |k| <C, 


| VO. Hi(t)uoll < lxo, (EHE Fuglla < eelIDauoll>. (2.5.9) 
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当 


k| > C, 


[VH (tuolle < Nlélxos (E Fuoll < 1/27 [Oy uolla. (2.5.10) 


综合 (2.5.9) 和 (2.5.10), 有 


[VEE (t)uoll2 < (1 + #1/?)e ||, ollo. (2.5.11) 


于 是 , Mt € (0, T] 
t 
VI Ai(t—7)f(r)dr 
lavf 1 一 站 Fr) 


这 蕴含 (2.5.6) 的 一 种 情况 , 另 一 种 情况 更 简单 . 


t 
< f (t— 7) Meet“) 1, f(r) adr. 
2 0 
(2.5.12) 


§2.5.3 BS, ROR EE HE 


根据 命题 2.5.2, 我 们 想 要 得 到 NS 方程 的 解 属于 6 则 必须 估计 非 线性 
.我 人 有 下 面 的 


命题 2.5.3. P21 为 Banach KA. 更 精确 地 , RAMA 


wl 


Cr 
uvll sa, < C2 lull a, lelea,» (2.5.13) 
2,1 


其 中 C 表示 与 > 0, u,v E E), 无 关 的 常数 . 


证 明 . 注意 k € Zn 表示 k = (hl). kn), ki EZ, 1 Si <n, |k| = |k] +... + 
[Kn |. 我 们 有 


luolia, = JE Pa wr)lle (2.5.14) 
kez” 
易 见 
uv = S ( ju)(Ojv). (2.5.15) 
i, jez” 
这 纺 含 
pluv) = > (Di Ozo). (2.5.16) 


§2.5 NS 方程 解 的 正则 性 


容易 看 出 , F (Oyu Ojv) = (x,t) * (xq) 并 且 


supp(xQ,%) * (xQ,0) C A:= {€: |E- i — j| < 2Vn}. (2.5.17) 
从 而 ， 
(Oiu Ojv) =0, |k- i- j| > 3Vn. (2.5.18) 
我 们 有 
|. (iw O50) |. = Oe (Cie je) IIo Xr-a jl<3va): (2.5.19) 


据 Plancherel 等 式 和 Holder 不 等 式 ， 


|x (Gu OF) Ip < || Gru Dyvl2 xqn-s-jl<eayay 
< | Oavllooll Dy;vll2 Xor i jl<3va) 
S || OiwllzlDy;vl2 x i jl<3vi): (2.5.20) 
从 而 ， 
Alk 
lluvll pa, < > 2 YO [Ox (Cie Djo)lla 
kezn i jEZ” 
Alk 
SO SS 2" OulelOjvll2 xdk i java) 
kEZ” i,jEZnr 
< 20 XO AMD] Cyullal|Ojelle. (2.5.21) 
1,7ED™ 
结论 得 证 


§2.5.4 NS 方程 的 解 的 Gevrey 正 则 性 


由 上 述 结果 , 我 们 只 要 证 明了 NS 方程 的 解 属于 多， 则 我 们 就 可 以 说 
明 NS 方 程 的 解 具 有 Gevrey 1- 类 正则 性 . 设 


D={u: sup |lu(t)|lec, <M}, (2.5.22) 
0<t<to 

d(u,v) = sup |lu(t) — vt) ls. (2.5.23) 
O<t<to ý 


考虑 映射 : 


T : u(t) > Hı (t)uo — J Ay(t—7)[-—u(7) + PV- (u8u)|(T)dr, (2.5.24) 
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我 们 证 明 当 wo € E91, 存在 to > 0 ET : (D,d) > (D,d) 为 收缩 映像 . ATT 
便 , 我 们 记 


lul = sup Mv) sg. (2.5.25) 


Stato 


wu ED. 由 命题 2.5.2 和 2.5.3， 


1/2 
Tull < luoll ze, + tollell + #0 (8 eol 
2,1 


1/2 
S luoll so, + tollell + to lal. (2.5.26) 


取 定 M = 2Clluoll pg, 不 妨 认为 to < 1. WACH M < 1/4 时 , Tue D. 类 似 
地 , 若 u,v € D, 


1 
[Tu -Toll < Siu — off. (2.5.27) 


于 是 存在 ue D 满足 Tu =u. 其 余 适 定性 结果 可 以 使 用 标准 的 技术 证 明 , 从 略 . 


定理 2.5.4. uo € [到 1]8. 那么 存在 T, > 0, 使 得 NS 方程 (2.1.5) 有 唯一 
ffu € C([0, Tm); E91). 进一步 ,存在 如 € (0, Tm) 满足 


ae te |G, re T: (2.5.28) 
如 果 Tm < co, N) A suport, lutz, = co. 进一步 ,还 有 wu € C(0, Tm; [L7]G), 
Ox, E L?(0,Tm; [238 人， 以 及 


1 1 ft 1 
lOl + 5 T |Vu(s)|3ds = S|luoll3, 0< t< Tn. (2.5.29) 


如 果 ||uoll， 充 分 小 , 则 Th = oo. 
注 记 2.5.5. (i) 由 定理 2.5.4 可 推出 NS 方程 的 解 属 于 C%((0, Tm) x R”). 
(ii) 定理 2.5.4 BONS 方程 的 解 属于 Gevrey 1- 类 , 从 而 是 实 解析 解 . 
(iii) 定理 2.5.4 也 回答 了 NS 方程 的 解 的 光滑 性 消失 的 过 程 . 


第 三 章 ”线性 色散 方程 解 的 Strichartz 估 计 


核心 数学 , 总 是 涉及 那些 来 自 客观 世界 的 问题 , 或 者 来 自 数学 内 部 必须 求 得 的 数目 、 基 本 
计算 、 以 及 求解 方程 等 问题 , 这 些 一 直 是 数学 的 主要 部 分 . —M. F. Atiyah 
从 本 章 开 始 我 们 将 研究 发 展 方程 . 非 线 性 发 展 方程 的 研究 依赖 于 线性 发 
展 方程 的 基本 理论 . 本 章 我 们 将 较为 详细 地 研究 线性 发 展 方程 的 解 所 满足 的 空 
间 - 时 间 估 计 , 即 所 谓 的 Strichartz 型 不 等 式 . 我 们 先 以 Schrodinger 方 程 为 例 简 
单 地 说 明 一 下 Strichartz 型 不 等 式 的 来 龙 去 脉 . 考虑 


iu; + Au= f, u(0, x) = uo(7), 
其 中 = /-1, A=, G2, ult,z) A(t,z) ER x RWB AB, wo 表示 v 在 时 
间 t = 0 处 的 初始 函数 . f 表 示 (t, x) ER x RHO A. 
我 们 将 上 述 问 题 转化 为 半 群 的 表示 . 上 述 方 程 两 端 关 于 空间 变量 
取 Fourier 变 换 得 到 


im, — éa =f, @(0) = %. (3.0.1) 


在 形式 上 , Schr6dinger 方 程 已 经 转化 为 常 微分 方程 , 可 以 在 形式 上 解 出 


E f T 


其 中 5( =e" := Fete? FZ, 在 某 种 意义 下 可 以 严格 证 明 上 述 积分 方程 
和 原来 的 方程 等 价 . 求解 上 述 积分 方程 , 经 过 人 们 长 期 探索 , 认识 到 5 人 满足 下 
面 的 所 谓 Strichartz 估 计 : 


上 (buollz>ozy woll， 


S(t —7)f (1, -)dr 
0 


= | Fll cco" RL) 


L()(R,L") 


其 中 2 < r, p < 00, 2/y(-) = n(1/2 — 1/-) € (0,1), Pp 表示 p 的 对 偶数 . 这 种 类 型 
的 估计 在 求解 非 线 性 方程 中 扮演 者 重要 的 作用 , 我 们 在 下 一 半 的 引言 部 分 将 具 
体 说 明 为 什么 要 使 用 Strichartz 估 计 . 这 种 类 型 的 估计 不 是 个 别 现象 , 对 一 类 色 
散 波 方程 , 如 波动 方程 , Klein-Gordon 方 程 , KdV 方 程 等 都 有 类 似 的 估计 . 本 章 
我 们 将 较为 详细 地 讨论 这 类 估计 . 

1M. F. Atiyah (1929- ), 英国 著名 数学 家 , 合作 发 现 的 Atiyah-Singer 指 标定 理 是 二 十 世纪 下 
半 叶 的 主要 数学 成 就 之 一 , 他 也 是 K- 理 论 的 发 明 人 , 1966 年 获得 Fields 奖 . 
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§3.1 ”振荡 积分 和 一 类 半 群 的 基本 估计 


本 节 我 们 推导 一 类 色散 半 群 多 -1exp(itP(€)) 多 的 基本 L? 一 L” iit, 我 
们 将 采用 两 种 方法 , 前 者 对 P(E) 为 齐 次 函数 的 情况 非常 有 效 , 后 者 可 以 处 
理 P(€) 为 非 齐 次 函数 的 情况 , 但 是 需要 径 向 条 件 . 

作为 第 一 种 情况 的 代表 , 我 们 来 推导 一 类 半 群 Un(t) := F exp(it|E|").F 
的 基本 估计 . 本 节 结 果 的 证 明 想法 可 以 在 Pecher[131] 中 找到 , 我 们 通过 改 
进 Pecher 的 证 明 , 当 m > 2 时 我 们 就 可 以 得 到 一 个 具有 光滑 效应 的 PP — LPA 
计 . 为 此 我 们 需要 一 个 Littman 引 理 , 由 于 证 明 需 要 较 多 的 调和 分 析 知 识 , 详细 
证 明 从 略 ,可 见 Littman[108]. 


引 理 3.1.1. itv € C§°(R”), suppv = Q. P()ZQEA AF KA KBR, 
且 对 任何 E € Q, 4 (O P(E) IEE) WREY Hp > 0, MAAK € NÈ 
得 对 任何 入 E R, 


(EP Ove S LIAN? > Dvo: wy 


lal<K 


现在 来 推导 半 群 0,(t) 在 齐 次 Besov 空 间 的 基本 估计 . 设 { 八 k}xez 由 81.6 定 
X, 用 卷 积 Young 不 等 式 ( 见 附录 ) 


| FEE” ZA loo < FTE” p28é)lool fll (3.1.2) 


下 面 来 估计 | 有 -leilS"o(2-8ell。， 应 用 膨胀 变换 的 性 质 ( 如 命题 1.1.4)》 和 引 
理 3.1.1， 


|Z ep(2 | 
— kn FLEE Eoo < {7P/2gk(n-=mp/2) (3.1.3) 


t HoR AN HE BH (0? ||" /OE0E;) P= ERR {E : |&| E (271, 2)}) ERK, 


\ 


SK 


—1, m=1 
a 人 (3.1.4) 


Fell” FAL fllo < EPR] fh, (3.1.5) 
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显然 , 由 Plancherel 定 理 和 o 的 构造 ， 


F FAs lle < Ifl: (3.1.6) 


用 Riesz-Thorin 插 值 定理 , (3.1.5) 和 (3.1.6) 玖 含 了 对 2 < p < œ, 1/p+1/p' = 1, 


2 mo OAP Ua) Arf llo £ te PN fy (3.1.7) 


为 方便 , 记 
2o(m, p) := (2n — mp)(1/2 — 1/p). (3.1.8) 


(3.1.7) FU FEAL Aryf, 得 到 


1 
g-2o(mP)k TT, (tAr flp < 1—P(1/2—1/p) pA |Arref lp (3.1.9) 
f=-1 


(3.1.9) 两 端 求 《4 范 数 得 到 
Um (Dfl gzz SEPP Pf ,2< p< o. (3.1.10) 
/9 
再 注意 嵌入 关系 Bs 。 C Fs = He ABS. > ÉS, = He, A 


Ural) Fl roomy SE PCP MP) Fly, 2 <p < oo (3.1.11) 


分 别 令 m = 1,2, 我 们 得 到 下 面 的 结果 : 


命题 3.1.2. iin > 2, W(t) = Flet gF, 2 < p< œ, 1 <q <o, 
1/p 十 1/p =1. WA 


[FI td SEO VEP-UP)| FIL 20, (3.1.12) 
Pd p'a 
|W) FI yt yp) S 2 Fly. (3.1.13) 
P 
命题 3.1.3. 设 n > 1, S(t) = F lell |, 2 < p< œ, 1 <q < %, 
1/p 十 1/p =1. 则 有 


ISO Flag, SEEP > (3.1.14) 
P ,9 
[on a (3.1.15) 
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对 高 阶 m > 2 的 情况 , 有 
命题 3.1.4. itn 2 1,m>2,2<p<œ,1<q <œ, 1/p+1/p =1. 则 
有 
Um (Df gzone SE MCP MPF jo ， (3.1.16) 
(Um) Fl —2o(mp) S Base Fly. (3.1.17) 
注意 mm > 2IN20(m, p) = n(2 — m)(1/2 — 1/p) < 0, 所 以 命题 3.1.4 含 有 正 
则 性 估计 . 
下 面 , 我 们 推导 当 m > 2 时 , Un(t) 不 具有 光滑 效应 形式 的 L? — L” 估计 . 
我 们 有 
命题 3.1.5. n > 1, m>2,2<p< œ, 1/p+1/p =1. MA 
IS (3.1.18) 
ERE i 只 需要 考虑 t = 1 的 情况 . pge 由 $1.3 中 定 
X. (3.1.9) 已 经 蕴含 了 对 > 
[Uma ls SS 2 3 [Antes lly (3.1.19) 
《一 一 1 
MH supp po C {E : |El < 2}, 我 们 有 
ih 
Um) Aoflly < > Um AoAcfllp 
£=0 
1 1 
vo F Acflly < > Afl- (3.1.20) 
£=0 L=0 
规定 A_1 = 0, VW (3.1.19) SATA > 0 都 对 . ATLA (3.1.19) im RC? eR 
Om Flee, S IF lho, , (3.1.21) 
类 似 (3.1.11) 的 推导 , (3.1.21) CARE 
[Um QF Se (3.1.22) 


膨胀 变换 的 性 质 
使 用 (3.1.17)， 


得 到 命 HY 题 结 论 


(aie Ge eee, 我 们 立即 得 到 


83.1 振荡 积分 和 一 类 半 群 的 基本 估计 - 53 . 


命题 3.1.6. 设 n > 1,m>2,2< p< œ, 1/p+1/p = 1， 则 对 任 
476 € [0,1], 


| (3.1.23) 
P 


上 面 的 方法 对 处 理 其 他 (比如 非 径 向 ) 齐 次 情况 的 P(S( 如 部 分 Riesz 位 
势 ) 也 是 非常 有 效 的 , 注意 到 上 面 的 证 明 当 P(E) 是 非 齐 次 函数 的 时 候 , 不 能 简单 
地 通过 scaling 得 到 (3.1.3), 所 以 我 们 需要 寻求 其 他 途径 . 
一 种 基本 的 想法 是 , 先 将 P(&6) 简 化 到 径 向 的 情况 , 即 P(|E|) 的 情况 , 然 
后 将 已 (| 引 ) 分 成 高 频 和 低频 两 部 分 , 假设 在 低 高 频 有 不 同 的 增长 阶 , 这 样 的 
假设 对 很 多 模型 是 够 用 的 .下 面 的 两 个 命题 中 我 们 总 假设 P 为 径 向 函数 . 
设 已 : (0, co) > R 为 光滑 函数 , 满足 


(H1) 存在 m1 > 0, 使 得 对 任何 a > 2, a EN, 


PO) ar (Powis, «ou. 


(H2) 存在 m2 > 0, 使 得 对 任何 a > 3, a EN, 


|P'(r)| ~ rt, POr) Kre, 0<r<1. 


(H3) 存在 a1, 使 得 


Pale, rèl. 


(H4) 存在 az, 使 得 
|P"(r)| ~ r®?, 0<r<1. 


注 记 3.1.7. 条 件 (Hl1) 和 (H3) 是 P 在 高 频 的 增长 条 件 , (H2) 和 (H4) 是 P 
在 低频 的 增长 条 件 . 满足 上 面条 件 的 P 很 多 , 我 们 关心 的 情况 有 下 述 几 种 : 
(1) P(E) = V1 + JER, 对 应 Klein-Gordon 方 程 ; (2) P(€) = JEt + |€?, HA 
阶 Schr6dinger 方程 ; (3) P(E) = V1 + 上 S4 对 应 Beam 方 程 . 

注意 到 P(|E|) = | 和 是 极其 特殊 的 情况 , 虽然 V1 十 [E22 在 无 穷 远 处 和 | 增 
长 阶 相同 , 但 是 (B23 /TF EP nxn 的 秩 为 n, FLEE = OM, STF [EPH 
LAF, 所 以 , 我 们 可 以 预期 Klein-Gordon 方 程 解 的 基本 估计 更 好 . 


下 面 的 结果 是 [58] 得 到 的 . 
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命题 3.1.8. 设 n = 1. U(t) = FeV IF, 我 们 有 下 面 的 衰减 估计 . 


(a) 设 { 人 jkrez 由 81.6 定 义 , P 满足 (H1), 则 对 天 0, 有 
|U HAKUolloo < 2*||uolla; 


~ 


如 果 P 忆 还 额外 满足 (H3), 则 


八 
D 
人 
ro 


[U QArto loo S 20-82 uol 0 
(b) {Arrez 由 81.6 定 义 , Pi X(H2), 则 对 k <0, 有 
I HArUolloo S 2*|Iuollr- 
de RK PLA ih X(H4), 则 
IU @Axuolloc S Bo oo uel, OS O< 1 


(c) 设 和 0 由 81.3 定 义 , AP 满足 (H2) 和 (Hg) 且 ms = oz, 则 有 


. 1 1 
TDA S OA holis CLTS min (= ) 


作为 准备 , 我 们 需要 下 面 的 Van der Corput 引 理 , 证 明 可 以 在 很 多 著作 找 
到 , 见 本 书 附录 . 


引 理 3.1.9. ity € CS (R), P € C?(R) 满足 对 任何 上 € supp y, |P’(E)| > 
入 > 0, 则 


| S EO oleae 5 Ao + lo) 


命题 3.1.8 的 证 明 . 首先 证 明 (a). 使 用 卷 积 Young 不 等 式 ， 


|UMAxruolloc S [lFellool|uolla, 


NI 
wt 
甘 


Iga) = 多 (ee Dp(2 tle))) (2a). (3.1.24) 
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由 (3.1.24) 立 即 有 


| (3.1.25) 


~ 


xe MPi(€) = zt + tP(2*|€|), WA|PI(©)| = |t2*m1,，& € suppy. 使 用 Van de 
Corput 引 理 , 得 到 


[eS H a. (3.1.26) 


(3.1.25) 和 (3.1.26) 作 插 值 , 我 们 得 到 对 任何 0 < 8 < 1, 


ls 


从 而 完成 (a) 的 证 明 . 
(b) 的 证 明 与 (a) 类 似 , 从 略 . 下 面 我 们 证 明 (c)， 由 (b) 的 第 一 个 结论 可 以 
直接 推出 


IU @Aouolloc S > 2*lluolla S lvolli. (3.1.27) 
k<0 


首先 考虑 ma < 2 的 情形 . 由 于 min(1/mz, 1/2) = 1/2, 由 (b) 得 到 


IU (t)Aotiolloo S S e20 uol S lel" Iluolln- (3.1.28) 


k<0 
FH (3.1.27) All(3.1.28), 我 们 就 可 以 得 到 结果 . 
其 次 , 考虑 情况 ma > 2. 只 要 考虑 ma > 2 和 0 = min(1/me, 1/2) = 1/mna 
的 情况 就 够 了 . 通过 简单 “i 我 们 知道 
g—k(m2—-1) 
< aa PFE) )s2 , € € suppy. (3.1.29) 


于 是 , 如 果 |z| < 1, 那么 我 们 有 |92*(e**yp(&))| < 1, 做 分 部 积分 我 们 可 以 得 到 ， 


| Jie(a)| S eft ama, 


如 果 |z| > 1, Who 是 使 得 |z| < |t[2%om2 AIT Re) RE, 于 是 |z| a t20, 
对 |k — ko] > C > 1, RATEI P(E > clt/2"2, 做 分 部 积分 我 们 可 以 得 到 ， 


| Fe(a)| S eft 2 


56 - 第 三 章 线性 色散 方程 解 的 Strichartz 估 计 


<C, 注意 |z| > 工 且 mo > 2, RITA 


|z| (1 一 m2/2)/m2 
WO) = 
于 是 ， 
|》 RS SS oO >》 kæ) 
k<0 |k—ko|<C |k—ko|>C 
s yo fem + Do o #+ > tft ak) 
|k—ko|<C Qh <|t|-1/m2 2Qk>|t|—1/me2 
a 
从 而 完成 (c) 的 证 明 . 
在 高 维 空间 有 类 似 的 结果 : 
命题 3.1.10. n > 2. 记 U(t) = .多 -1eitP(5) 多 . 我 们 有 下 面 的 衰减 估计 . 
(a) B{Arhrez 由 81.6 定 义 ， k> 0, P 满足 (了 1)， 则 有 
—1 
IUE Aruollo < t7220- uol], 0 <0 <2 z’ (3.1.30) 
4o % PT (H3), 则 
IU (t)Apuolloo < t7220- -E uolh. (3.1.31) 
(b) {Ar}kez 由 81.6 定 义 , tk <0, P HA (H2), WA 
=i 
| @)Aruolloo S H70 uol OS AS TH; (3.1.32) 
如 果 忆 还 满足 (H4), N 
|U (t)Aguiolloo < |e] 77/228 Fe) uolh. (3.1.33) 
(c) 设 人 0 由 61.3 定 义 , KP 满足 (H2), MA 
_0 . n n 1 
|U()Aouolloo S (1+1) uolh, 0 <8 < min | ~~, y }; (3.1.34) 
2 


do E PTRA (H4A) Hag = mo, 则 


y TE 
IU Aouolee < (1 + lt) uol, 0<0< min (Z, a (3.1.35) 
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证 明 . 证 明 想 法 如 下 : 首先 , 使 用 Bessel 函 数 , 通过 极 坐标 变换 将 问题 转化 


成 一 维 振荡 积分 情形 ; 其 次 , 使 用 Bessel 函 数 的 衰减 性 , 就 可 以 用 与 一 维 类 似 的 
技巧 证 明 结论 . Aim (7) EZR Bessel eB AL: 
二 (r/2)™ i irt 2\m—1/2 
Int) = rr) (1 -t*) dt, m > —1/2. 


我 们 首先 列举 Bessel 函 数 的 一 些 性 质 , 可 以 在 [141], [46] 中 找到 . 
引 理 3.1.11. 对 任何 0 < r < co, 我 们 有 


(i) Im(r) < Cr”, 
(ii) (rm Im(r)) =f Jm41 (r). 


(的 证 明 是 显然 的 , (让 ) 可 以 由 分 部 积分 直接 得 到 . 如 所 周知 , 任何 径 向 函 
数 广 的 Fourier 变 换 仍 为 径 向 函数 ( 见 [140]): 


fle) = 2m | sory Ariel OP Iazalrielian (81.36) 


由 引 理 3.1.11, 对 任何 0 < s < 2 and for any k > 0, 


Or 
are 


(W(r)r? (rs) 9? Inn (rs))| < Cp. (3.1.37) 


如 果 m = 一 号 >, Im(r) 有 下 面 的 性 质 ( 见 [69], Chapter 1, (1.5)), 


六 号 Juan (r) = cp R(e*h(r)), (3.1.38) 
Seth 满足 
[Oh(r)| < cp(1 tr) 2 7*. (3.1.39) 
由 此 得 到 , 对 任何 s > 2 和 k > 0, 
|Bk(p(mr-lh(rs))| < cps 与 (3.1.40) 


现在 证 明 (a). 由 Young 不 等 式 


上 7 的 Akaolle。 < WF e Dyou. 


~ 


使 用 (3.1.36) 我 们 有 


FPD po |e|)) (x) =2%" e DE] 
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a et PET) (rjr (akg )- (n— Wh Jaa 2(r2*s )dr 
0 
:=1,(2*s), 


其 中 s = |x|, In-2(r) 表示 Bessel 函数 . 只 要 证 明 
2 


mt 


Ix(s) lo < hel 2k). 


引 理 3.1.11 的 (i) HE, 
IIZe(8)lloo S 2%". (3.1.41) 
接 下 来 我 们 分 别 考虑 下 面 两 种 情况 . 
Case 1. s < 2. 在 这 种 情况 下 , 我 们 使 用 Bessel 函 数 在 0 点 的 消失 性 
质 . 记 D" = (gpr) t RIAD (POM) = POM). 由 条 件 (了 H1), 对 任 
ffm > 0 and r~ 1, 


a ot —k(mı—1) 

dr™ (pom ) < Cm2 . (3.1.42) 

记 W(r) = plr). 做 分 部 积分 , 对 任何 ge Zt, 有 
Ik(s yaa fe P(r) Gp) (re) T Ja- n-2(rs)dr 


aye |" D'(e itP(2"r) )w(r)(r s)~ 号 Jn-2(rs)dr 


oe = itP(2*r) d 1 T = 
Tal e dr (Fes 2 In=2 rs) dr 


a re _ n-2 
. 1 eitP(2 7) II ali (sa) on (V(r) (re) F Ja- (rs)) dr, 


j=l 
(3.1.43) 
其 中 人 = {h,...,4,€Z2+:0<h <...<ly<qut..-lg=m}. (3.1.37), 
(3.1.42) 和 (3.1.43), 我 们 得 到 对 任何 g e Zt, 
[is [ep tak, (3.1.44) 
这 里 , 做 多 次 分 部 积分 的 目的 是 为 了 保证 当 q 大 时 , n- mig < 0 (和 一 维 
情形 类 似 )，(3.1.44) 和 (3.1.41) 做 插值 , 可 以 得 到 对 任何 9 > 0, ls) < 


t| —09k(n—m10) . 
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Case 2. s > 2. 这 种 情况 下 , 我 们 需要 使 用 Bessel 函 数 的 衰减 性 质 . 
由 (3.1.38) 得 到 


I,(s) = cna f etn) ahr) (ersh(rs) +e "sh(rs))dr 
0 


=,2 | APO HTD) rs)dr + o2” 人 ei(tP(2*r)— rs Jeb(r )h(r s)dr 


:二 Bı + Bo. 


不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 ! > 0 和 P'(r) > 0. 考虑 Bi 的 估计 , +Pi(r) = 
tP(2*r)+rs. 注意 到 PI(7) = t2*P'(2"r) +s > ct28m， 易 知 (3.1. 中 用 已 & 
HRP 仍然 成 立 . 由 (3.1.40), 类 似 Case 1 我 们 可 以 得 到 对 任何 0 > 


Bis ae. 


考虑 Bo 的 估计 , P(r) = tP(2’r)—rs. 注意 到 若 s = t2*P'(2’r), WA P(r) = 
0. 我 们 将 讨论 分 成 下 面 两 种 情况 . 

Case 2a. s > 2supre[1/2,2) 128P'(24r) 或 者 , s < 3infieriy2,2] t2*P’(2*r). 
在 此 情况 下 , 易 见 | 已 (7)| > c2 ifr ~ 1, H(3.1.42) F EP BRP 仍然 成 
XZ. 使 用 (3.1.40), 我 们 得 到 对 任何 9 > 0 


|Bal < BI zn, 


Case 2b. 4 inf,c(1/2,9) t25 P' (2r) < s < 2 supr.el1/2,2] t28 P' (25r). 4E 
H (3.1.40), 


[Bol 5 2a Se ake, (3.1.45) 
(3.1.45) 和 (3.1.41) 做 插值 , 我 们 得 到 对 任何 0 < 0 < 号 :+, 有 
| 而 | 二 人 ohm), (3.1.46) 
如 果 (H3) 成 立 , VW | Pe! (r)| > t2*. 使 用 Van der Corput 引 理 ， 
|B| < Cag |< (a(rya(rs))dr < tk Fmt SS) 
0 r 
(3.1.47) 


从 而 完成 (a) 的 证 明 . 
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(b) 的 证 明和 (a) 的 证 明 类 似 ， 从 略 . 现在 来 证 明 (c)， 固 定 0 < 9 < 
min( 翅 ,号 +). #0 < i, 则 有 n 一 m20 > 0. 由 (b) 的 结果 , 立即 有 


lU (2)Aouoll 


WA 


2 
do lel Pak”) | Aguolls 


k=—0o 


lt’ Aowollt. 


A 


现 假设 她 上 > Ho = 2. 由 (b) 的 证 明知 道 , Ako < 0 Hs ~ t2'0™ > 2, 则 
有 


i (n-1)m 2n 
[| K E a one, 


如 果 |k —ko>0C>1, 那么 


tes < eem) Ya >0. 


从 而 , 选取 a 足够 大 , 我 们 有 


PS Ix(s)| + 5 |Ix(s)| 


|k—ko|<C |k—ko|>C. 


{me 十 ` gkn As 5 pr ogk(n—maa) 


ae = i 
2k<t ™2 Qk>t ™2 


|I<o(s)| 


LA 


A 


Spm, 


1 此 得 到 结果 . 当 (H4) 满 足 且 ma = a2, 证 明 是 类 似 的 , 从 略 . 


我 们 把 得 到 的 结果 用 于 Klein-Gordon 方程 


uy +u — Au = f(t,x), u(0,x) = u(x), uz(0, £) = u(x) 


的 解 对 应 着 半 群 G(t) = 0A 我 们 有 下 面 的 


命题 3.1.12. 设 G(t) = eA)? 6 € [0,1], i220(0,-) = (n+1+0)(1/2 一 
1/-), 2/8(0,-) = (n-1+0)(1/2—1/-). 则 下 面 的 估计 成 立 : 


< |#|—2/8(0,p) 
IGS ll ps-200 £ ltl Illes 
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§3.2 ” 半 群 的 空间 -时 间 对 偶 佑 计 


轻视 抽象 思维 , 就 如 同 轻视 纸张 而 赞美 竹简 一 样 . 一 -作者 

本 节 我 们 推导 一 类 波 方程 解 的 空间 -时 间 估 计 , 即 一 类 半 群 的 空间 -时 
间 佑 计 . 这 类 估计 , EFR. S. Strichartz 的 开创 性 工作 [142], 随后 有 众多 的 
推广 , 关于 Schrodqinger 方 程 , 可 见 Kato [72], Cazenave 和 Weissler [22], 关于 
波动 方程 , 可 见 Pecher [131], Ginibre 和 Velo [45]. 关于 Klein-Gordon 方 程 , 可 
见 Brenner [18, 19]. 我 们 这 里 给 出 的 是 一 个 抽象 的 处 理 , 见 第 一 作者 的 博士 论 
文 [166] (不 过 [166] 选 取 的 空间 更 抽象 , 发 表 于 [167]). 这 就 简化 和 统一 了 上 述 各 
类 波 方程 的 解 的 空间 -时 间 估 计 ; 进一步 , 高 阶 波 方程 的 解 的 空间 -时 间 估 计 也 

作为 抽象 结果 的 推论 被 推出 . 记 


U(t)=FreXP?OF, A= [ U(t —7)f(r,-)dr, (3.2.1) 


其 中 已 () : R 一 月 为 某 个 适当 光滑 的 函数 . 下 面 我 们 总 假定 


X=, X= Bly, 2<p< oo. (3.2.2) 
设 U(t) 满 足下 面 的 基本 估计 : 
IUO fxe Stl fllxe, (3.2.3) 


其 中 a € R, 9 € (0,1), X* := (J 一 人)-%/2X, X* 表 示 X 的 对 偶 空 间 ， 在 
只 假设 (3.2.3) 的 情况 下 , 我 们 就 可 以 得 到 U(.) 和 A 的 一 些 很 有 趣 的 估计 . 使 
用 (3.2.1) 和 (3.2.3)， 


t 
lAflxe < f lt = IIF )lxdr, (3.2.4) 


再 使 用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 , 我 们 立即 有 


引 理 3.2.1. 设 (3.2.2) 和 (3.2.3) 满 足 . 则 对 任何 T > 0, sER, 


IAF rzec r rxs S fie0 crr (3.2.5) 


中 (2/0)' 表 示 210 的 对 偶数 ， 即 0/2 + 1/(2/0)' = 


为 方便 , 我 们 用 Dr 表示 定义 在 (- 允 ,中 取 值 在 .多 中 的 取 有 限 个 值 的 函数 全 
体 , 用 I 表示 区 间 ( 一 7, 了 T). 易 知 当 2 < p< co 时 , DrfEL4(I, (X*)*) (8 ER, 1< 
q < 00) 中 稠密 . 
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引 理 3.2.2. 设 (3.2.2) 和 (3.2.3) 满 足 . 则 ， 


IU) Flln2/eqe,xste/2) $ fe. 


(3.2.6) 
证 明 . 首先 我 们 证 明 对 任何 T > 0, I = (-T,T), p E€ Z, WE Dr, 
fv wea Sholom oe G2 
事实 上 ， 
T T 
Coeywoalsieb| 广 rcowon (3.2.8) 
-T -T 2 
1 引 理 3.2.1， 
T 
[r 
-T 2 
T T 
= I (vo. f u(t- nwtr)ar) a 
T -T 
T 
> Helzer raa) J, a L?/0(1,X@/2) 
Ss Il evey Cr Cr)-e/2): (3.2.9) 
合 (3.2.8) 和 (3.2.9) 我 们 便 知 (3.2.7) 成 立 ， 由 于 .在世 中 稠密 ,Dz 在 L232/9) 
RN *) -ca/2) 中 稠密 , 故 由 (3.2.7) 知 道 
lU ellz gq, x3 S lelle- (3.2.10) 
意 上 面 的 估计 与 7 无 关 , ST 


> OO, alias 


式 将 (一 T, 了 T) 蔡 换 为 RR 也 对 ， 再 
So = (I A)s/? f, 便 得 到 所 要 的 结 


引 理 3.2.3. 设 (3.2.2) 和 (3.2.3) 满 足 . 则 对 任何 全 > 0, I = (-T,T) 


AFl Lo(1,4s+a/2) = IFE ,(X*)s): (3.2.11) 


证 明 . 类 似 引 理 3.2.2, 只 要 证 明 对 任何 f € Dr, 


IAF ll ne He/2) 5 IF ll regx ) (3.2.12) 
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事实 上 , 为 方便 , RINE, = (I 一 A), 有 


IAF Iira = (AJaj2f, AJajf) 


t 
S fle crx:) / U(:—T)f(T)dr (3.2.13) 
0 L2/9(I,X@) 
使 用 与 引 理 3.2.1 一 样 的 技巧 ， 
t 
| v= Df)ar A (3.2.14) 
0 L2/0(1,X@) 


25-4 (3.2.13), (3.2.14) 我 们 得 到 (3.2.12). 


引 理 3.2.4. 设 (3.2.2) 和 (3.2.3) 满 足 . NJIHET > 0, 了 = (-T,T), 


[AFl L200 xsto/2) S fiic, ms): (3.2.15) 


证 明 . 类 似 引 理 3.2. 只 要 证 明 对 任何 f E Dr, 


[AFl zq, xa S fhe,r2): (3.2.16) 


wy, f € Dr, 我 们 有 


f “ARO vO) 


T 
S IFI 0,7;223 | U(- —t)p(t)dt . (3.2.17) 
: Lo (1,L2) 
类 似 引 理 3.2.3, 有 
T 
I/ a < oma G 
: L®(I,L?) 
GENDEN ee t), W(t))dt. 从 而 , (3.2.17) #l(3.2.18) 28 E 
[aro sol S Iflaoranlillzeeayey-ary (8.2.19) 


(EH (3.2.19), 由 对 偶 关 系 可 以 直接 得 到 (3.2.16). 
注 记 3.2.5. 若 (3.2.3) 被 下 面 的 估计 所 取代 ， 


IW Of llze SE flix (2.2.3a) 
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其 中 X = LP 或 六 二 Bl. 在 引 理 3.2.1-3.2.4 中 , 替换 原来 的 空间 为 相应 的 齐 次 
空间 , 结论 仍然 成 立 . 比如 , 引 理 3.2.2 的 结论 应 为 


ee Mie (2.2.6a) 


这 些 结果 的 证 明 与 非 齐 次 空间 的 情况 是 平行 的 , 从 略 . 


下 面 我 们 将 得 到 的 空间 -时 间 估 计 应 用 到 具体 的 波 方程 的 解 . 虽然 我 们 
可 以 就 上 一 节 得 到 的 一 般 估计 (3.1.10), (3.1.11) 给 出 一 般 结论 , 但 是 , AT 
于 应 用 , 且 此 类 估计 对 各 类 具体 方程 格外 重要 , 我 们 还 是 分 别 就 S(t)，W (t) 
和 Ui(t) 给 出 结果 . 先 看 Schr6dinger 群 S(t) = ei 人 和 高 阶 群 U,(t) = eit(—A)™/? 
不 带 光 滑 效 应 的 估计 : 


定理 3.2.6. 设 m > 2, 


< 
m= oe (3.2.20) 
an/(n—m), n>m, 
1 n/1 1 
= ; 3.2.21 
O m (5 ") ( ) 
设 2 < r, p < m*, Um(t) = eA", 则 下 面 的 估计 成 立 : 

[Um (Wl ,Bs 4) < Ilol] zrs, (3-2.22) 

Adin All ee ,Bs 4) > Flix 0, Bs, ,)° (3.2.23) 


其 中 TC 到 为 任意 区 间 , Ay, := 局 Um(t 一 7): dr. 在 (3.2.22), (3.2.23) ?, 将 齐 
K Besov li] 44% 4 48 & Besov € Ù], 或 相应 位 势 空间 5， Hs (p =1,p), 结论 


仍然 成 立 . 


容易 知道 , 波动 方程 
un — Au = f(t,xz), u(0,r) = uo(x), u(0, x) = ui(7) (3.2.24) 


的 解 对 应 着 半 群 W(t), 我 们 有 下 面 的 


1/2 


定理 3.2.7. W(t) =e n> 2, 


, = 2, 3, 
ae | = . (3.2.25) 
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20(-) 2 1 1 
= = : 3.2.26 
n+1l Q-Q 2 > eon) 
H2 <r, p< 2*, 则 下 面 的 估计 成 立 : 
|W (t Jello, BST 3) A < Ilol] as; (3.2.27) 
Aw fll powcr, Bo zP) ~ S Fleeg, ay (3.2.28) 


其 中 TC 民 为 任意 区 间 , Aw := a 在 (3.2.27), (3.2.28) #, HF 
次 Besov 空 间 替 换 为 相应 Riesz 位 势 空 间 刀 8 (p=1,p), 结论 仍然 成 立 . 


Klein-Gordon 方 程 


Ut +u—Au= f(t,z), u(0,x) = uo(x), uz(0, x) = uy (az) (3.2.29) 


的 解 对 应 着 半 群 G( = eit-A) ,我 们 有 下 面 的 


定理 3.2.8. 设 G( = et(- 人 ,9 e [0,1], Sn > 3 一 0 则 记 2** = 
2(n — 1 + 6)/(n-—34 6); Bn < 3-6, 则 记 2* = œ. H2 < rp < 2, 
20(6,:) =(n+1+6)(1/2—1/-), 2/8(6,-) =(n-1+46)(1/2—1/-). 则 下 面 的 
估计 成 立 : 


IFO Al segge) S|léllas, (3.2.30) 


[Ac fl json B0) S IF Laon Bse (3.2.31) 


HPI = (-T,T) C RAEE, AG := fÉG(E-— r) - dr. #(3.2.30), 
(3.2.31) F, 将 Besov 空 间 替 换 为 相应 Bessel 位 势 空 间 , 结论 仍然 成 立 . 


对 高 阶 半 群 , 若 考虑 光滑 效应 , 我 们 有 下 面 的 结果 : 


定理 3.2.9. 设 Ui(t) = 0AP, m > 2, 2* 由 (3.2.20) 定 义 ， 


D =n (5 =) (3.2.32) 


20(m,-) = n(2—m) (3 *) (3.2.33) 


设 2 < rip <2, 则 下 面 的 估计 成 立 : 


Om) Oly gz) Z lelas (3.2.34) 
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Atm fll ever, Bes a P)) rw S |F vey (I, a Ty (3.2.35) 


PI CRAGEEM, Aun := fi Um(t 一 7). dr. 在 (3.2.34), (3.2.35) F, HF 
次 Besov 空 间 替 换 为 和 (p=r, p), 结论 仍然 成 立 . 


HERA. 定理 3.2.6-3.2.9 的 证 明 雷 同 , 我 们 只 证 明定 理 3.2.9. 由 命题 3.1.4， 
[mC -aac S 7/1 || fll 2 (3.2.36) 
p,2 p',2 


&X = Bos, a = —20(m, p), 由 引 理 3.2.2 直 接 得 到 (3.2.34). 下 面 推导 (3.2.35). 
1 引 理 3.2.1, 3.2.3, 3.2.4 和 注 记 3.2.5， 


Atm All eves r, Bes Pe ?)) ee S Ife a, aoe P)? (3.2.37) 
[Mon flames < IFI oye, gsto) (3.2.38) 
P, 

[Aum Flogger) < | flier sy (3.2.39) 


情形 I. p € [2,7]. 此 时 可 以 取 到 9 € [0,1] 使 得 1/p = (1 一 909)/2 + 0/r. 由 此 可 以 
推出 


io ser et OO Oe ee 


故 由 凸 性 H6lder 不 等 式 和 (3.2.37), (3.2.38), 


1-6 
Atm fll pe (7 bs- seem) < Moat lenrs Bezo 0m2) Gn at, Bers mn) 


~N n (3.2.41) 


情形 II. p >r > 2. 此 时 可 以 取 到 9 c (0, 1 使 得 1/m = (1 一 09)/2 十 9/p. 由 此 
可 以 推出 


1 _ 0 十 1- a a(m, r) = bo (m, p) 十 (1 = bolm, 2), (3.2.42) 
yr) ypy 1 
| 插值 关系 


(LIL, BT), EME, bza) = LI'L, bay) (8.2.43) 
以 及 (3.2.37) 和 (3.2.39), 我 们 知道 
Ag DO Be) BT Be) (3.2.44) 


r2 


为 有 界线 性 算 子 . 定理 3.2.9 得 证 . 


T 
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§3.3” 半 群 的 空间 一 时 间 估 计 : 端点 情形 


回忆 在 上 一 节 的 空 时 估计 的 推导 , 出 发 点 是 基本 估计 (3.2.3), 在 那里 我 们 
始终 假定 了 0 € (0,1). 本 节 中 我 们 考察 9 = 1 的 情况 . 仍 假设 V(t) 由 (3.2.1) 定 义 ， 
满足 对 任何 2 < p < co, 存在 a(p) € R, 0(p) > 0 使 得 


IU (fa S tw Fly, V2<p<oo. (3.3.1) 


又 设 存在 pl > 2 使 得 9(p1) > 1, 则 存在 某 个 r € (2, pi) 使 得 9(7) = 1 (原因 见 下 
面 的 (3.3.21)), 即 


IOF geo SE fh (3.3.2) 


(3.3.2) 被 称 为 是 端点 的 情况 ， 再 回忆 上 节 中 0 © (0,1) 这 一 限制 是 我 们 在 使 
用 Hardy-Littlewood-Sobolev (HLS) 不 等 式 时 产生 的 , 见 (3.2.4) 和 (3.2.5). 当 0 = 
1 时 , HLS 不 等 式 不 成 立 , 故 上 一 节 的 技巧 对 0 = 1 失效 . 这 也 是 我 们 称 g(r) = 
1 为 端点 情况 的 原因 . 但 是 , 我 们 断言 , 知 (3.3.2) 发 生 , 上 一 节 的 空 时 估计 仍然 是 
正确 的 . 我 们 有 


lU (ol Bs ,) S llel geo (3.3.3) 


这 一 估计 本 质 上 是 由 Keel 和 Tao [73] 得 到 的 2. 在 [73] 中 , Keel 和 Tao 巧 妙 地 使 用 
了 双 线 性 算 子 插值 和 时 间 局 部 化 的 方法 . 下 面 我 们 将 不 ` 等 式 (3.3.3) 的 证 明 引 向 
双 线 性 算 子 估计 . 按照 (3.2.6) 的 证 明 思 路 , 我 们 只 要 证 


[foe ore EI 88) 
为 了 证 明 (3.3.4), 类 似 于 (3.2.8) 和 (3.2.9), 只 要 证 明 下 式 即 可 : 


T 
| vooo E (3.3.5) 
考察 (3.3.5) 的 左 端 , 可 以 写成 内 积 的 表示 
T T 
J f GEO Te (3.3.6) 
-TJ-T 
按照 (3.3.6), 可 以 很 自然 的 引入 下 面 的 双 线 性 算 子 : 
LIF.G):= f f (U(—s)F(s), U(—t)G())dsdt (3.3.7) 
D 


2Keel 和 Tao 未 考虑 a(r) A 0 的 情形 , 我 们 这 里 


T 
NS 
us 


出 的 是 一 个 修改 过 的 证 明 . 
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D:={(s,t): s,t € |-T,T], s <t}. (3.3.8) 


若 能 证 明 


IL(F,G)| S | oO (3.3.9) 


LLB, L2(1,B7, T 


且 注 意 到 s,t 在 (3.3.5) 中 地 位 是 一 样 的 , SPUR = G = y, 由 (3.3.9) 可 以 推 
出 (3.3.3). 即 端点 的 Strichartz 估 计 也 对 . 


现在 问题 已 经 转化 成 证 明 双 线性 估计 (3.3.9). Keel 和 Tao 的 想法 是 将 (3.3.7) 
中 的 时 间 差 (t 一 s) 按 二 进 制 分 解 的 技巧 加 以 局 部 化 . 令 


D; := {(s,t) € D: T2 < t— s < TAH], (3.3.10) 


易 知 DD = Uj;<oD;. Hid 
j(F, G) = Jj, wl U(t — s)F(s), G(t))dsdt (3.3.11) 


从 而 , 只 要 证 明 


a (F, QIS < Dally LBT) IG 2 (Gao) (3.3.12) 
j 


即 可 完成 (3.3.3) 的 证 明 . WERNEER L (EF, G Mark. 有 下 面 的 引 理 : 


引 理 3.3.1. 设 (3.3.1) 和 (3.3.2) 满 足 ，P = (1/r,1/r), 又 设 (1/a,1/0) € 
B(P,e),e > 0 为 适当 小 的 正 数 . WH 
LEGl S CITY ND) 


(6/3) ||G|| (3.3.13) 


L1H, Bay 


其 中 


a(a,b) = 5 (0(a) Lo) — 1. (3.3.14) 


证 明 . AGF, G 为 关于 时 间 的 文集 包含 在 [一 7, 了 T] 中 的 Schwartz 函 数 . 我 
们 首先 对 下 列 三 种 情况 证 明 (3.3.13); 

(1) a =b = p € (2,00); 

(2)2<a< r, b= 2; 
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(3)a=2,2<b<r. 
首先 考虑 (1) 的 情况 . 使 用 Young 和 Ha6lder 不 等 式 ， 


£(F.Q@|< f f = SPEC) geol] eedsdt 
t—s~2J 


= (2T) o(p PIF I poe I, Hy —a(p)/2 Cl I gy (3.3.15) 
即 (3.3.13) 在 情形 (1) 下 成 立 . 
再 看 (2) 的 情况 . 由 Halder 不 等 式 ， 
=J T 
LAF, GS | © U(:— s)F(s)ds |G nq, £2) (3.3.16) 
ee L2(I,L2) 
使 用 (3.3.1) 和 Hé6lder 不 等 式 ， 
—2T 2 
f Sc 
一 2 72(7,72) 
t—-2)T t—-2T 
$f /so NP Ps) lasdodsdt 
t 一 27 十 1 全 Jt a! a! 


2T pT 
s/f f ls 一 al b(a) x 


|F(o +t- wT -atay/2llE (s +t = +T) -«/2dødsdt 


Sor eal pasty (3.3.17) 
故 由 (3.3.16) 和 (3.3.17)， 
L(G S bg Fi H703 [Gl rz, 22): (3.3.18) 


F 


情形 (3) 与 情形 (2) 的 证 明 一 样 . 

用 表示 (1/p, 1/p) (p > 1), (1/r, 1/2), (1/2, 1/2) #(1/2, 1/7) Ar Fl 
四 边 形 开 区 域 , 显然 包含 B(P,e)， 下 面 我 们 证 明 在 内 任 取 一 点 (1/a,1/5)， 
(3.3.13) 都 成 立 ， 事 实 上 , 只 需要 考虑 (1/a,1/5) 属 于 DD 沿 对 角 线 1/a = 1/0) 
上 半 部 分 区 域 的 情况 即 可 . 可 以 找到 7 © (0,1) 和 满足 (1), (2) 的 (1/po, 1/po), 


(1/ao, 1/2) 使 得 
CI 
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再 注意 到 U(t) 为 L? > LNB FEE, B 


lU (elle = lpll2. (3.3.20) 


也 即 9(2) = a(2) = 0. 故 (3.3.20) 联 合 (3.3.1) 就 可 以 看 出 , 若 a(po) 关 0, 则 对 任 
何 2 < a < po, ala) £0; Falpo) = 0, 则 对 任何 2 < a < po, a(a) = 0. FMR 
们 只 考虑 a(po) A 0 的 情形 . 易 知 


0(p) alp) _ 1/2—1/p 


Gq) ™ ala) 1/21/49" Co 
(3.3.19) 和 (3.3.21) 实 际 上 殖 含 了 
(O(a), 0(b)) = n(A(po), 0(p0)) + (1 — 7)((a0), 0(2)), (3.3.22) 
(a(a), a(b)) = n(a(po), a(po)) + (1 — 7)(a(ao), a(2)). (3.3.23) 
从 而 , 标准 的 双 线 性 复 插值 运算 就 证 明了 结论 . 
下 面 我 们 还 需要 一 个 “ 卷 积 ”形式 的 插值 引 理 ( 见 [11]): 
引 理 3.3.2. 设 
40 x Bo 一 人 Co, 
T 和 Ao x Bı 一 人 Ci, (3.3.24) 
Ay x Bo = C1 


为 有 界 双 线性 算 子 , 其 中 (A0, 4), (Bo, Bi), (Co,Ci) 为 相 容 的 Banach 对 3. 
设 0 <n < 之 1,1 <p,9 二 00 满 足 = mMm +, 1/p 十 1/q9 之 1. WA 


T: (Ao, A1)no,p x (Bo, Bi nea => (Co, Ciled (3.3.25) 
为 有 界线 性 算 子 . 


定理 3.3.3. U(t), A 由 (3.2.1) 定 义 , 满足 (3.3.1) 和 (3.3.2). 设 2 < p,q < 
r. 则 有 


IUO 2/00 (7,58 p) S [IP lls-a@v2, (3.3.26) 


AF ll 2/0 (r, B5702) Ss feo, greo (3.3.27) 


3 称 (Ao, A1) 为 相 容 的 Banach 对 , 即 存在 线性 拓扑 空间 4, 使 得 4o, Ar C A. 
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EAR. 现在 我 们 可 以 应 用 引 理 3.3.1 和 3.3.2 来 证 明 结论 (3.3.3) 了 .在 引 
E3.3.2 中 取 p = q = 2, n = 2/3, n = m = 1/3. 再 取 ao = bo, al = biih 


fia f te 


O(ag) =1+e, OA(a,) =1—2¢, (3.3.28) 
其 中 e > 0 适当 小 . + 
Ai = Bi = (I, HA), C; =o), i=0,1. (3.3.29) 


由 9(7) = 1, 结合 (3.3.21) 我 们 知道 


1/r = (1—0)/a0 + mo/a1, 

a(r) = (1 — o)a(ao) + joa(ar), 
B(ao, b1) = B(a1, bo), 

(1 — 7) B(a0, bo) + n8 (ao, b1) = 0. 


注意 当 a(po) # 0, 4 a(ao) 7 a(a1), (3.3.30) aie J 


(3.3.30) 


(Ao, A1)n,2 = (Bo, Bim 2 =P, B; a 2) (Co, Ci)n1 =. (3.3.31) 
所 以 由 引 理 3.3.2 得 到 


ataa ed (3.3.32) 


L2(I a) 


2 I£;(F,G) Rare 
J 


我 们 强调 , 上 面 (3.3.32) 右 端 略 去 的 常数 与 了 无 关 . 

a(po) = 0 时 上 面 的 插值 空间 有 所 变化 , 读者 可 自行 写 出 证 明 . 于 
是 (3.3.3) 得 证 . (3.3.26) 的 其 余 情况 上 节 已 经 证 过 了 . 

下 面 我 们 证 明 (3.3.27). 事实 上 , (3.3.32) 隐 含 


MAFI zaq, Beg) = 上 as5eo， (3.3.33) 


用 上 一 节 一 样 的 方法 可 以 得 到 ( 见 引 理 3.2.3, 3.2.4) 


|Afllz(7,12) S Gl (3.3.34) 


L2(I ay 


IAF pac pay S ~N ll fllzaczz2)- (3.3.35) 


平行 于 定理 3.2.9 的 证 明 , 我 们 即 可 得 到 结论 (3.3.27). 
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注 记 3.3.4. 再 一 次 强调 , 定理 3.3.3 的 结果 不 依赖 于 时 间 耳 > 0, 即 “<” 后 
面 隐藏 的 常数 不 依赖 于 TT > 0. 所 以 , 我 们 可 以 采用 标准 的 极限 过 程 , 得 到 定 
理 3.3.3 对 J 二 及 的 情况 也 对 . 


注 记 3.3.5. 定理 3.3.3 中 我 们 要 求 r < co. 自然 要 问 r = co 如 何 ? 注意 这 对 
ki & Schrodinger 7 fin = 2 的 情况 , 和 波动 方程 = 3 的 情况 . 我 们 的 确 有 反例 
说 明 这 种 情况 下 定理 3.3.3 不 再 成 立 , 但 是 对 一 类 特殊 的 函数 , 如 径 向 函数 , 结 
论 还 是 成 立 的 , Tao [150]. 


推论 3.3.6. itn > 3, S(t) = e5, 2* = 2n/(n — 2), 2 < r,p < 2, 
2/4) =n (1/2 一 1/). 则 下 面 的 估计 成 立 : 


IS Hellero LBS 3) ~ < lloll zrs; (3.3.36) 


fs S(t —T) 

‘yo, Be, 
其 中 了 = (-T,T) c 民 为 任意 区 间 , 在 (3.3.36), (3.2.39) 中 , 将 齐 次 Besov 空 间 替 
换 为 相应 Riesz 位 势 空 ia] Hs (p 二 7,p), 结论 仍然 成 立 . 


推论 3.3.7. W(t) = ei 4)? n > 3, 2* = 2(n—1)/(n—3),2<rp< 
2**, 2a(-) = (n+ 1)(1/2 — 1/-), 2/B(-) = (n — 1)(1/2 — 1/-). 则 下 面 的 估计 成 


SL: 


< Alley ras, 由 (3.3.37) 


IW) oll gor, peso) SIldllgs, (3.3.38) 
Aw fl eog gro) < IFoo cn sts) (3.3.39) 


其 中 I = (-T,T) C RAEN, Aw := W(t 一 7). dr， 在 (3.3.38)， 
(3.3.39) F, 将 齐 次 Besov 空 间 替 换 为 相应 Riesz 位 势 空间 万 2， 结论 仍然 成 立 . 


推论 3.3.8. 设 G(t) = ei 全 A) g € [0,1], n > 3-0, 2* = 2(n— 1+ 
0)/(n 3+ 0), 2<rpe 2”， 20(0,.) = (n+ 1+ 0)(1/2 1/ 2/6(0,-) = 
(n—14+6)(1/2—1/-). 则 下 面 的 估计 成 立 : 


GOP peer Bei?) < | gs， (3.3.40) 
Ps 
Ac fll reeni, Be») < Mian gge) (3.3.41) 


# PI = (-T,T) C RAHEEM, Ag := 局 G(t 一 7). dr， 在 (3.3.40)， 
(3.3.41) 中 , 将 Besov 空 间 替 换 为 相应 Bessel 位 势 空 间 , 结论 仍然 成 立 . 


第 四 章 “” 非 线性 色散 波 方程 的 局 部 、 整 体 解 


寻求 非 线性 发 展 方程 解 的 局 部 、 整 体 适 定性 , 需要 我 们 在 解 与 生存 空间 中 
寻找 一 种 平衡 , 弱 解 、 广 义 解 生存 的 空间 范围 太 大 而 难以 得 到 唯一 性 ; 光滑 解 
依赖 的 空间 又 太 小 , 生存 成 了 问题 . 寻求 解 与 空间 的 平衡 , 又 与 方程 自身 的 结 
构 、 算 子 、 半 群 有 千 丝 万 缕 的 联系 . 这 也 正 是 非 线性 发 展 方程 的 困难 和 魅力 所 
在 . 


| 


84.1 ”为 什么 要 用 Strichartz 估 计 


解 非 线性 色散 波 方程 , 基于 半 群 理论 发 展 起 来 的 空间 -时 间 估 计 (Strichartz 估 
计 ) 方 法 在 某 种 程度 上 实现 了 解 与 空间 的 平衡 . 比如 , 我 们 针对 非 线性 Schrodinger 
(NLS) 方 程 加 以 简要 说 明 . 考虑 


iu, + Au = f(u), u(0, x)= uol), (4.1.1) 


其 中 = vI, f(u) = lulu A = Din OF, ult, s) Alé,x) € R x R" 的 复 函 数 ， 
uo 表示 4 在 时 间 t = 0 处 的 初始 函数 , a > 0， 由 方程 的 自身 结构 , 我 们 容易 扒 
出 (4.1.1) 的 解 在 形式 上 满足 下 面 的 守恒 律 


(OB = uol, EU) = Bluo) (41.2) 
其 中 
E(u(t)) = ZION + oN (4.1.3) 


按照 上 面 的 守恒 律 , 我 们 很 自然 要 关心 解 在 及 7(R”) 中 的 适 定 性 , 尤其 是 整体 适 


对 任何 a > 0, 使 用 紧 性 方法 , 或 者 抛物 正则 化 方法 很 容易 得 到 (4.1.1) 的 弱 
解 的 存在 性 , 但 是 弱 解 的 唯一 性 、 对 初 值 的 连续 依赖 性 以 及 关于 时 间 的 强 连续 
性 难以 用 紧 性 方法 得 到 ; 见 [106]. 

因为 S(t) =e: L 一 L, 自然 的 想法 是 用 S(t) : LP > 有 这 一 性 质 
在 H*(k = 0,1,2,..) 中 解 非 线性 Schrodinger 方 程 . 按照 这 种 解法 , 由 半 群 的 标 
准 理论 , 得 到 的 解 的 唯一 性 , 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 以 及 关于 时 间 的 强 连续 性 
是 很 容易 得 到 的 . 但 是 , 这 一 解法 限制 较 多 . 比如 我 们 考虑 (4.1.1) 等 价 的 积分 
方程 : 


u(t) = S(t)uo 一 if S(t —7)f (u(r))dr, (4.1.4) 
73 
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使 用 IS(#)fllz = 17 有 
u(t) lla < ls(buols + h! SG = 7) Flulr)) ear 
= luollz+ 人 I F(u(r))Ilodr. (4.1.5) 
如 果 只 假设 解 在 C(0,T; 2) 空 间 , 处 理 非 线性 项 的 估计 需要 限制 条 件 
fF < Clu, 

在 此 条 件 下 , 我 们 可 以 推出 

jen ol af (4.1.6) 


1 此 可 以 选取 适当 小 的 T > 0, 构造 压缩 影射 , 证 明 积 分 方程 有 唯一 解 u E 
C(0,T; LP). 
条 件 |f(w)| < Clwu| 对 非 线 性 函数 而 言 是 非常 苛刻 的 , 它 不 包含 最 有 物理 背 
景 的 容 函 数 这 样 的 非 线 性 项 . 
类 似 地 , 比如 n = 1 时 , 可 以 在 C(0,T; 五 !) 空 间 中 解 非 线 性 Schr6dinger 方 
程 ( 和 上 面 的 不 同 是 需要 使 用 Sobolev 垦 入 Hi C L®), 条 件 为 


| f’(u)| < Clu, O<a<oo. 


= 


实 上 (不 妨 设 f(0) = 0), 对 k = 0,1, 
vaa(bla < SC)vuollz + fs S(t — 7) V* F(u(7))|loar 


< || Vuolla + I lu] V*ull2dr. 
0 


t 
< IIV*uoll2 +f ul lv "wll2dr. (4.1.7) 
0 


[V*ullco,r;z3) S |v Yuollz + TV" alec, (4.1.8) 


C(0,T;L2)° 


Ait HY VAT BU AVEC (0, T; 五!) 中 的 适 定 性 . 
这 种 想法 可 以 推广 到 在 C(0,T; H°) (s > n/2) 空 间 中 解 NLS 方 程 , 条 件 为 


fO < Cut [n/2]}<a<co, k=0,1,...,[n/2)+1 
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其 中 s > n/2 是 本 质 的 限制 , 它 保 证 了 Hs C L”. 


按照 上 面 的 想法 , 当 n > 2, 我 们 不 能 在 五 ! 中 解 NLS 方 程 , 从 而 能 量 守恒 律 


也 无 法 使 用 , 无 法 延 拓 成 整体 解 . 
所 以 , 我 们 面临 的 困难 是 ， 当 n > 2, 怎 样 


在 能 量 空 间 中 解 NLS 方 程 . 


Strichartz 估 计 部 分 克服 了 这 样 的 困难 . 用 上 一 章 得 到 的 空 时 估计 , 我 们 就 
可 以 获得 a < 2* 一 2 (2* 的 定义 见 (3.2.20)) 时 (4.1.1) 的 五 1- 解 的 整体 适 定性 ; 这 
是 由 Kato [72] 得 到 的 . 当 a = 2* — 2, 基于 空 时 估计 方法 和 进一步 使 用 物理 空 
间 局 部 化 方法 , Bourgain [12] 在 1999 年 首先 对 径 癌 初 值得 到 当 n = 3,4 时 的 整 
体 适 定 性 , Tao 等 [31] 发 展 了 Bourgain 的 局 部 化 技术 , 去 掉 了 径 向 初始 值 这 一 


假设 , 得 到 n = 3 时 的 整体 适 定性 . 高 维 情 形 由 Tao 的 学 生 Visan 所 解决 . 


当 a > 2* — 2, 整体 解 的 适 定性 仍然 是 尚未 解决 的 问题 , 使 用 目前 现 有 的 


方法 , 似乎 很 难 解决 这 一 问题 . 


84.2 ”Besov 空间 中 的 非 线性 映 象 估计 


如 果 我 们 只 考虑 非 线性 色散 波 方程 局 部 解 和 小 初 值 的 整体 解 的 适 定性 ， 
在 应 用 半 群 结构 建立 了 空 时 估计 之 后 , 关键 技术 将 是 选择 适当 的 空间 类 做 非 
线性 项 的 估计 . 方程 自身 的 守恒 结构 在 这 一 部 分 内 容 中 不 是 必要 的 . 在 本 节 
中 , 我 们 主要 建立 在 Besov 空间 中 的 一 个 非 线性 映 象 估计 . 在 Besov 空间 中 估 
计 非 线性 项 , 最 早 可 以 追溯 到 Pecher [130], Brenner [18], Ginibre 和 Velo [43] 
等 ， 关 于 Schr6dinger 方 程 的 一 个 较为 一 般 的 估计 可 以 在 Cazenave 和 Weissler 


[22] 中 找到 , 其 中 的 技巧 是 用 Besov 空 间 上 的 差分 表示 的 等 价 范 数 .随后 作 
者 [166, 168] 得 到 关于 非 线 性 Klein-Gordon 方 程 的 非 线 性 项 的 估计 , 其 中 采用 
了 我 们 更 熟悉 的 微分 一 一 次 差分 表示 的 等 价 范 数 .本 节 我 们 将 叙述 并 证 明 作 


者 [172] 中 得 到 的 一 个 一 般 的 估计 , 它 涵盖 了 (高 阶 


Gordon 方 程 的 非 线性 项 的 估计 , 也 包含 了 正则 性 估计 . 月 


本 节 的 非 线 性 估计 , 我 们 就 可 以 得 到 局 部 解 和 小 初 
Besov 空间 上 的 非 线性 估计 依赖 于 Ha5lder 


) 非 线性 Schrodinger、Klein- 


凸 性 H6lder 不 等 式 ( 见 命题 1.6.5)， 另 一 个 是 含 
式 ( 见 81.7). 我 们 知道 


lal 


D°f(u) = >> fO uw) [Du 
q=1 


AY i=l 


日 上 一 章 的 空 时 估计 和 


村 整体 解 的 适 定性 . 
不 等 式 的 两 个 变形 , 一 是 
有 嵌入 的 变形 H6lder 不 等 


(4.2.1) 
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其 中 A4 = (ar + + oq =a, lag] ++ > lor] > 1). 又 设 /(u) 满足 
Ip? (u)| < Cle *,. k= 0,14, lal, (4.2.2) 
再 注意 到 1 
N i-1 N 
Île- iT =) Ile I bj(a 
2 一 1 j=1 j=it+l 


则 对 任何 1 < < 00, |a| > 1, 我 们 有 


| AD 


lal 


DXA + tale) Te) a 


q=1 AZ 


+D fjar- pita Il D%uD™ (un — u)| 


j=i+1 


pr 


T 
- > (Ix lz + Wille) (4.2.3) 


q=1 A4 


引 理 4.2.1. 42 <r < co, 0< < 50 和 s < co. 假定 f ECI 满足 下 
面 的 条 件 : 


f(u) S lw， 一 01{s 一 和 1 下 入 Dp+1 (4.2.4) 
其 中 规定 , 若 a 不 为 整数 , {a} =1+4 [a]; 若 a 为 整数 , {a} =a. 进一步 假设 


1 so) 1 6 1 1 s 
1 


r n 


>0. (4.2.5) 
当 s 一 6 4 N, 我 们 有 
Mf wl ass > lulis lulls, (4.2.6) 


当 s 一 6 EN, 用 Riesz 位 势 空间 取代 相应 的 齐 次 Besov 空 间 , (4.2.6) 仍 然 成 立 . 


当 s 一 6 <1, 证 明 是 非常 简单 的 , 我 们 略 去 详细 证 明 . 下 面 我 们 只 考 


虑 s — 6 > 1 的 情形 . 不 妨 假设 s — 5 g N. 按 齐 次 Besov 空 间 等 价 范 数 的 定义 ， 
dt\ 1/2 
IEDs- = | e” | An DFi , (4.2.7) 
lias = ( fe Coane h T) 


WET Qj 一 LI] bj = 0. 
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hy = s — ô — [s — ô|. 由 (4.2.4) 我 们 知道 | An D°f(u)||_ Atii (4.2.3). 
第 一 步 . 我 们 估计 


~ aA 
Aq := (/ eo aw I|_Lq lee z) . (4.2.8) 


|h <t 


(4.2 APRITE REM e 的 估计 . 令 


1 so , 1 so 十 00 一 7 
ap = (p-a)(—- 2), ag = ) 


n F n 
1 so+Bi—l|lai| . 
Qi = ) t=1,---,4, 
r n 
其 中 6; 将 在 下 面 选 定 . 
如 果 s < so 十 1, 则 我 们 取 6o = bı =- = by = 0 AB, = s 一 so0. 


因为 s 一 6 > 1, RNA = s—5-[s—d] < s—5-1< so Wah > 0. 
Hs 一 |ag| < so, 我 们 得 到 ov > 1/r—so/n > 0. 如果 g > 2, 那么 |ail < so 
对 i = 1,.… ,g 一 1 RL. EDA, 则 有 |ao| + lag-il > so +1 > s, 这 不 可 
能 . 于 是 , 我 们 有 ai > 0, i = 0, 1,.…, gq. 注意 到 a + Eloa = 1/r', 结合 变形 
的 Holder 不 等 式 , 便 有 


allr” < Cullis, lun = ull paras lulle: ,- (4.2.9) 
因此 ， 


—1 
Ag < Cla all ey lel, < Cele lls (4.2.10) 


X 


下 面 , 我 们 考虑 s > so 十 1 的 情形 . 我 们 将 选取 适当 的 6; (i = 0, 1,.….,9) B 
足下 面 的 四 个 条 件 : 


(al 0 < Bogsv, 0K A <la|, 1=1,---,4, 

(b) so + fo >v, sot Bi loil, i=1,...,g, 

(c) Viz Bi = 8 — so 

Se 1 一 0……)9 

注意 条 件 (a) 和 (c) 可 以 推出 (d), 所 以 , 只 需要 找到 50,…… ,Bg 满足 (a)-(e) 即 


可 . 
Eq = 1, WRS bo = v, By = s—so—v. HFS < so, 故我 们 有 PB1 < [s 一 9] 
and so + bı > [s — 6]. 所 以 , 条 件 (a)-(c) 得 到 满足 . 
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接 下 来 我 们 还 需要 考虑 q > 2 的 情形 . 再 把 这 种 情况 分 成 下 面 三 种 情况 : 
首先 , 我 们 考察 |ag| > s 一 so 一 v 的 情形 . Bbo = v, Pi Ba-1=0 

和 pv = s 一 so 一 v. 显然 , 条 件 (a) 和 (ec) 成 立 . 另外 , 我 们 容易 看 到 so + Bg > lag], 

sot Bo > v. 如 果 |ag_1| > so， 那么 log + |agi| > s 一 v > [s— 6], 此 为 矛盾 . 

于 是 我 人 JÉ so + bq- 1 > |ag_1|, KARRE (b) ta xT. 

下 面 , 我 们 考察 so < lag] < s 一 so- v 的 情形 . BS = v, bi = lail for 
i=1,-+:,q-1 #8, = a 0 一 50. seit TROT LAI! -o Bi = s—s0. 
16 < so and |ao| > so AHO < By S laah, 这 导致 条 件 (a) 成 立 ， 注 意 


到 so 十 6v = [aql + Ô, AeA BREED JARSZ. 


只 要 再 考察 lav| < (s 一 so — v) A sof Ole AT A Ea > 2 的 情形 的 讨 
论 . 在 这 种 情形 下 , BMA DED“, lail = [s — 6] = s- ô- v s sov. 
Mitt, 我 们 可 以 取 到 Pi € [0, jail] (i = 1, 0 WEEL] B = s- so- v. 再 
令 60 =v. 显然 , 条 件 (a) MRE. 又 从 |os| < las| < so 可 以 得 到 条 件 (b) 也 
对 . 
从 而 , REIRET bo, , Bo 满 足 条 件 (a)-(d). RIE, 
A- s 1 so + bov ++ L(G = lai 
ah + Dai =p 2) 0 0 Zi | |) 
i=0 
i sy) 1 61 
E al z ron rU 
使 用 变形 Ha5lder 不 等 式 ， 
q 
lllz” < Clea sed en — ull zasa | | lell peor (4.2.11) 
r,2 j=1 r,2 
1(4.2.11) 得 到 
q 
Ag < lug lly, ,I la eos 
r,2 1/ab,2 5 r,2 
q 
< Cllull ecg | bell geore:: (4.2.12) 
F2 i=0 kai 


我 们 可 以 选取 6; (i = 0,1,... 
bi) =1. 使 用 凸 的 H6lder 不 等 


fo00:= 9 有 Do(l— 


q 
i=1 


,d) 满足 so 十 Bi = biso + (1 — 8i)s. 


lull asos: < Chullsso lulla,- 


A, 有 


(4.2.13) 
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综 上 , 我 们 获得 了 Ag 的 估计 . 


第 二 步 . 我 们 估计 
1 S a 
Bee Be =e (fe t ” sup MAP z) . (4.2.14) 
i=l i=1 \v“0 |h|<t 


Bg 的 估计 与 4v 是 类 似 的 , 我 们 仅 给 出 一 个 证 明 梗概 . 
(1) 我 们 考虑 情形 s < so 十 1. q= 1, By 的 估计 是 平凡 的 , Mag. 下 面 考 
FEB, i Aq, dg>2 的 估计 . E 


1 n 
1 50 一 |oj| 
Qj i » J ye = 1,- ,4 一 1, 
r n 
1 so—v—|ai| 1 s—|a,| 
Qi ) Qq ag 
r n r n 


易 知 so > ut jaj|. AAA, 则 有 s — 6 > lagal +lal +v > so 十 1 è s, 这 不 可 
fe. 于 是 , oj > 0,7 == 1,… ,9 一 1. 义 由 s < so +1 知 ag > 0. 使 用 变形 Holder 
不 等 式 , RAVES BILL 0 的 估计 , 于 是 得 到 Bi, iA q 的 估计 . 又 令 
1 s 1 sg—|a; 
ag = (p+1 a)( o), pee a ea j=1,...,g—1, 
r n r n 
T el mar lea. 
r n 
我 们 可 以 估计 出 BY. 


(Il) 考虑 情形 s > so 十 1. 设 


1 So 7 1 so + j = |ajl 
所 二 下 n ? 


其 中 1,… Bq 的 选取 与 第 一 步 一 样 . 从 而 
q 
(a) 0 < bi <S Jail; (b) so +£: > lail; (c) `X 6 = 8$ — $0 — v. 
j=1 
使 用 变形 Ho5lder 不 等 式 ， 


1 一 
< cla ( T lel eos ) Il gaara (4.2.15) 
eH 
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因为 s0 + Bj 十 v < s, 1 < j <q 我 们 断定 存在 0; (i 二 1,...,g) 满足 


so + By = 0;s0+ (1— 0;)s, j Éi j= 1,...,q 
so + Bi +v = iso + (1 — bi)s. 


IFE b =q-1, Y1- 6) = 1, 使 用 凸 性 Holder 不 等 式 我 们 得 到 B’， 
i 二 1,… ,g 的 估计 . 引 理 的 证 明 结 束 . 


注 记 4.2.2. (i) 若 5 = so = 0, Hs > 0, 那么 我 们 可 以 将 (4.2.6) 稍稍 加 强 
为 ， 


上 Fa < Calg leall sy, (4.2.16) 


(ii) 引 理 4.2.1 包含 了 NLS、NLKG 方程 的 非 线 性 项 的 估计 ( 见 [12, 22, 28, 
116, 131, 168, 169]), 回忆 Cazenave 和 Weissler [22] 考虑 了 情形 5 = 0, so = 5; 
作者 [168, 169] 考 虑 了 NLKG 方 程 的 情形 . 


(iii) 若非 线性 项 具有 指数 增长 形式 , 如 sinhu (elt? 一 1)u, 这 种 情形 下 的 
非 线性 估计 不 包括 在 引 理 4.2.1 中 , 可 参见 Nakamura 和 Ozawa [116], 作者 [171]. 
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84.3.1 Hs- 临 界 空间 


我 们 还 是 以 NLS 方 程 为 例 展开 讨论 , 考虑 下 面 的 NLS 方 程 的 初 值 问 题 : 


iu, + Au = f(u), u(0, x)= u(x), (4.3.1) 


比如 设 f(w) = clul?u. wm Rusé(4.3.1) AMA, WMuy(t,2) = A?/7u(d?t, Ar) 也 
是 (4.3.1) 以 Auo( 入 .) 为 初 值 的 解 . 考虑 


[uall sR») = X2/0+s=n/2 


这 导致 c = 4/(n— 2s) 是 使 得 对 所 有 的 和 > 0, u ERA ERA AE & lal. M 
这 种 角度 上 说 , 40 > 0, 我 们 称 c = 4/(n 一 2s) 为 NLS 方 程 在 良 ;(Hs) 中 的 临界 
增长 阶 . 当 s = n/2—2/o, 万 s( 万 5) 称 为 NLS 方 程 的 临界 空间 . 

对 应 于 临界 的 情况 , 当 s < n/2, 我 们 称 c < 4/(n 一 28) NNLSH Fete HS P 
的 次 临界 增长 阶 ; 当 s > n/2, 我 们 称 c < oo 为 NLS 方 程 在 态 s 中 的 次 临界 增长 
阶 . 我 们 称 c > 4/(n 一 2s) 为 NLS 方 程 在 矿 ; 中 的 超 临 界 增长 阶 . 


lull rsr): 
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84.3.2 ”五 ;中 的 适 定性 
考虑 (4.3.1) 等 价 的 积分 方程 : 


u(t) = S(t)ug 一 if S(t —7)f(u(r))dr, (4.3.2) 


其 中 S(t) = ei 人 SS， 按照 第 二 章 第 二 节 得 到 的 空 时 估计 , 我 们 在 选取 空间 
框架 时 , 若 只 要 求 初 值 属于 Hs, 那么 (3.2.22) 反馈 给 我 们 的 工作 空间 应 当 
FEL) (I, B35) 这 种 类 型 的 空间 ， 下 面 我 们 按照 这 种 思路 寻求 NLS 方 程 解 
EH AEE. 如 果 我 们 只 关心 局 部 适 定性 和 小 初 值 整体 适 定性 , NLS 方 程 自 
身 的 质量 和 能 量 守 恒 结 构 在 这 里 不 是 必要 的 . 先 引 入 非 线 性 项 的 增长 条 件 : 


RR cu A (4.3.3) 


其 中 0 < s < n/2, [s| 表 示 s 的 整数 部 分 , 0 < o < 4/(n 一 2s). 下 面 我 们 叙述 本 
节 的 主要 结论 : 


定理 4.3.1. 设 0 < s<n/2,0<o<4/(n 一 2s). 假定 FE CH 满足 条 
件 (4.3.3), [s] < o. 若 uo € H°, 则 存在 T* := T* (uolas) > 0 使 得 (4.3.2) 有 唯 
一 解 


u € LY (0, T*); Bs,), (4.3.4) 
其 中 
pa ta (4.3.5) 
n + so 


进一步 , 对 任何 2 < p < 2* (p #0), 有 


u € LP (0, Th Ba): (4.3.6) 

且 若 T* < œ, WA 
lll: (0,7); B8 5) = ?9， (4.3.7) 
ees Z (T* ae. 0< t< T. (4.3.8) 


we F431 7 BAL AE ARNEE TEER, FP BORO AA ARRAK. 如 
Ro AH IRRIAK, 我 们 可 以 得 到 小 初 值 意义 下 的 整体 存在 性 , 详细 如 下 : 


8 
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定理 4.3.2. 0 < s < n/2,0 = 4/(n — 2s). 假定 f € cH 满足 条 
(4.3.3), [s] < o. uo € He, 则 存在 7* := T* (uo) > 0 1844 (4.3.2) AE — fifu 
满足 (4.3.4), 其 中 r+ 和 定理 4.3.1 相 同 :7 = n(2+0)/(n+s80), y(r) =2+o0. 对 任 
何 2 < p < 2* (p 关 00), 此 解 也 满足 (4.3.6). 且 若 T* < 00, 则 有 (4.3.7) 成 立 . 

RG, 若 进 一 步 假设 |juol| 记 ,适当 小 , 则 上 述 解 是 整体 解 , 即 T* = 00. LA 


el, po 170 (0,00;Bs 4) S Clluoll zs; (4.3.9) 


Clluoll zs. (4.3.10) 


ju pro 27) (0,00;B8 ») = 


注 记 4.3.3. 定理 4.3.1 中 若 T* < 00, MIT* 有 依赖 于 ||uollzrs 的 下 界 , 即 T* > 
O(||uollas) > 0. 但 是 , 在 定理 4.3.2 中 若 T* < co, MT* RA RF F || ull zs 的 下 
界 , 即 T* 不 仅 可 能 依赖 于 ||uollzrs, 而 且 可 能 依赖 于 u0 在 万 s 的 选取 , LED HY 
WK ER ult, £) > ua(t, £) =: A?/ u(t, Av) # FI. 


证 明 . 现在 我 们 来 证 明定 理 4.3.1 和 定理 4.3.2. RT > 0, M > 0, 5 > 0 待 
定 . 置 


D = {ue 10,7; Bia) : uliroomse, <5 eloomses) <M}, 
(4.3.11) 
其 上 赋 度 量 
du, v) = lu = allison") (4.3.12) 
现在 考虑 映射 
a ET I * s(t — 1) flu(r))ar, (4.3.13) 


我 们 来 证 明 对 适当 的 To M > 0, F : (D,d) > (D,d) 为 压缩 映射 . 易 知 


o(- =) 4 aS (4.3.14) 


r n 


1 上 一 节 引 理 3.1.1, 我 们 有 


(ls, S elg, (4.3.15) 


IFB: , S Nellis lull ss, (4.3.16) 


84.3 玖 -临界 和 次 临界 的 NLS 方 程 - 83. 
从 而 ， 
IPM re (0,7;B5, a) ~ ST A HOOT Bs) ant 
使 用 定理 3.2.6, 有 
|Z ull zoe o.r.ae,) S llvoll zs + pee). zi 名 小 (4.3.18) 
类 似 地 , 有 
7 ull r0,7;B2,) 
S uolls + T0- ul oorge lulen) (4.3.19) 
|Zu- Follo oT) 
S00 (| loll oor; gsp lu = Ullawme,rjcy- (4-3-20) 
情形 1. 0 < c < 4/(n — 2s). 此 时 令 
ô = 2C|luoll zs, M = 2C||uoll xs. (4.3.21) 
固定 上 述 M, 6 之 后 , 再 取 
2CT1 rey < 1/2. (4.3.22) 
Ill) (4.3.18)-(4.3.20) AE 
IFullrmeorBs,) So (4.3.23) 
lFullrv,r,82,) SM, (4.3.24) 
|| Zu — Filan lu — v| iro o,r; (4.3.25) 
所 以 , F : (D,d) > (D,q) 为 压缩 映射 ， 故 存在 ue D 满足 (4.3.2)， 再 次 使 
用 Strichartz 不 等 式 (3.2.22) 和 (3.2.23), 便 有 
lullo (0,75B3 p) £ luola + To alle (4.3.26) 


LV) (0,T;Bs 4)’ 


由 此 不 难得 到 we LY) (0,7; Bs). 用 标准 的 方法 , 可 以 延 拓 上 面 的 解 . 考虑 映 


射 
F ult) + S(t—T TTE ae 


(4.3.27) 
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其 中 wu(T) 为 上 面 得 到 的 解 在 T 处 的 取 值 . 注意 由 wu(T) e AS, 我 们 可 以 采用 
与 上 面 一 样 的 方法 解 (4.3.27). 这 样 的 步骤 可 以 一 直 重 复 下 去 , 就 可 以 得 到 存 
在 T* > 0 满足 (4.3.5)-(4.3.8). 解 的 唯一 性 的 证 明 与 (4.3.20) 雷 同 , MIK. 


情形 2. o = 4/(n 一 2s). 注意 Strichartz 估 计 (3.2.22), 我 们 知道 


S(t) oll zr ors) > 0, (T> 0). (4.3.28) 


可 以 构造 一 个 度量 空间 


Do = fu e LYO) (0, T; Bey) : lulle @,7;B8,) < M} ， (4.3.29) 
其 上 赋 度 量 如 (4.3.12). WM > 0 适当 小 , 满足 
20M? < 1/2. (4.3.30) 
可 以 取 了 满足 
|S@)uollzv(0,7;82,) < M/2. (4.3.31) 


从 而 , 用 与 上 面 类 似 的 方法 可 以 证 明定 理 4.3.2 的 局 部 适 定性 . 对 小 初 值 的 整体 
适 定性 , 只 要 在 情形 1 的 证 明 (D, d PRT = co 即 可 . 事实 上 , 平行 于 (4.3.18)- 
(4.3.20), 有 


1 
Zullen) S leolir + lulose soe (4.3.32) 


|Z ull 210 (0,00;B8 5) 
< ||uollas + lullo; lullen (0,00;B8 ») (4.3.33) 
|Zu- Tl 51 (0,00:L") 


< (lull? + lol) x 0,c0;88 llU = v|] E0) (0,00;77): (4.3.34) 
此 时 令 


5 = 2Clluoll js < 1, M = 2Clluollms， (4.3.35) 


便 可 以 实现 压缩 映射 的 所 有 条 件 . 


§4.4 NLS FEAL? AA EE VE - 85. 


§4.4 NLS Fei LAA ie re HE 
我 们 考虑 下 面 的 NLS 方 程 的 初 值 问题 : 
iut + Au=Alul?u, u(0,x) = uo(z), (4.4.1) 


其 中 和 ER. SA > 0, 在 物理 上 对 应 散 焦 (defocusing) 的 情形 ; 当 和 < 0, 在 物理 
上 对 应 聚焦 (focusing) 的 情形 . 回忆 NLS 方 程 的 守恒 律 


(OB = huol, E(u) = Blu), (4.4.2) 
Eu) = ZIVON + 5 le (4.4.3) 


| 


能 量 守恒 律 可 以 很 清楚 地 看 到 , 聚焦 的 情况 动能 部 分 |Vull2 前 的 系数 是 正 的 ， 
势能 部 分 |jul| 守 ?前面 的 系数 是 负 的 , 散 焦 的 情况 动能 和 势能 部 分 前 面 的 系数 
都 是 正 的 . 从 而 , 散 焦 的 情况 是 好 的 情况 , 粗略 地 说 来 NLS 方 程 的 解 会 有 整体 
适 定性 ; 聚焦 的 情况 是 坏 的 情况 , 一 般 说 来 解 会 在 有 限时 间 有 破裂 (blow up) 发 
第 


定理 4.4.1. 设 2* 由 (3.2.20) 定 义 . 0 < 0 < 4/m. Huo € L?, 则 (4.4.1) 有 
唯一 解 


eS 


u € C([0, œ); L?) N | 门 20.9019) (4.4.4) 


2<r<2*, roo 
且 满 足 质量 宁 恒 lu 人 2 = lluoll?. 


定理 4.4.2. 设 2* 由 (3.2.20) 定 义 , 入 > 0,0 <0 <4/(n—2). Huo € Ht, 
则 (4.4.1) 有 唯一 解 


2<r<2*, roo 


u € C((0, 00); H+) f | N 120.001) (4.4.5) 


这 两 个 定理 是 定理 4.3.1 和 守恒 律 (4.4.2) 的 推论 . 在 定理 4.3.1 得 到 局 部 适 
定性 之 后 , 用 标准 的 正则 化 技术 可 以 证 明 (4.4.1) 的 解 满足 守恒 律 (4.4.2)， 再 
由 (4.3.8) 得 到 T* = o0. 

对 能 量 临 界 的 情况 c = 4/(n 一 2), n > 3, 定理 4.4.2 也 是 对 的 , 见 后 面 关 于 
散射 算 子 一 章 的 内 容 . 


a 
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84.5 ”五 临界 和 次 临界 的 NLKG 方 程 


本 节 我 们 讨论 非 线性 Klein-Gordon (NLKG) 方程 的 Cauchy 问 题 


un + (m? — A)u = f(u), u(0,x) = u(x), uw (0,2) = u1(z). (4.5.1) 


Kpm? > 0. 本 节 的 主要 结果 是 


定理 4.5.1. 设 n > 2, 1/2 < s < n/2, 0 < o < 4/(n — 28s). 假定 f € 
C+] 满足 条 件 


FO < Clu, & =0,1,...,[8 + 1/2], (4.5.2) 


[s+1/2] <o+1. #(uo,w) € H8x H51, 则 存在 7* := T*((|\uoll zs, [luallzs-1) > 
0 使 得 (4.5.1) 有 唯一 解 


ue C((0,T*); H°) (} | BE ie] , (4.5.3) 


re(2,2*) 
其 中 28(7) = (n + 1)(1/2 — 1/r), 2/x(r) = (n — 1)(1/2 - 1/r), 
"E | 2(n—1)/(n-3), n>3, 


OO, n= 2,3. 
进一步 , 若 T* < 00, WA 
ug Z TH), 0<t<T*, (4.5.4) 


这 里 , 当 0 <o < 2/(n—2s)H, 6 = 1; 了 2/(n — 2s) < o < 4/(n — 2s) 时 , 
ô = (4 — a(n — 2s))/2. 


定理 4.5.1 得 到 万 * 解 的 局 部 适 定性 结果 , EP BORO A AK FRB. 如 
0 为 Hs 临界 增长 阶 , 我 们 可 以 得 到 小 初 值 意义 下 的 整体 存在 性 : 


定理 4.5.2. iin > 2, 1/2 < s < n/2, o = 4/(n 一 2s)， 假 定 f € 
Cls+1/2] 满足 条 件 (4.5.2), [s 十 1/2] < o+1. (uou) E€ Hs x He}, W 
存在 T* := T*(wo,u1) > 0 使 得 (4.5.1) 有 唯一 解 满足 (4.5.3)， 若 进一步 假 
Baai 当 小 , 则 上 述 解 是 整体 解 , BPT* = 00. 


yE 


当初 值 属于 能 量 空间 时 , 我 们 有 
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定理 4.5.3. iin >2,0<0<4/(n—2). 假定 f(w) = | #(uo, u1) € 
H! x L?, 则 (4.5.1) 有 唯一 解 


u € C((0, 00); HY) NN | (i a u, nazo] l (4.5.5) 


r€(2,2*) 
且 满 足 


1 2 m? 2,1 2 2 2+0 
E(u, u) := 5||Vulla + -5 lulls + slluelle + 5——llullac? = E(wo, u1). 
2 2 2 2+0 
(4.5.6) 


WR ERAS, BO ,为 相应 的 齐 次 空间 Hs*,， Be。, 定理 4.5.1 和 定理 4.5.2 可 以 
发 展 到 非 线 性 波动 (NLW) 方 程 ((4.5.1) 中 mm? = 0) 


ut — Au = f(u), u(0, x)= uo(x), uz(0, £) = u(x), (4.5.7) 


证 明 也 是 类 似 的 . 
Xn = 1 时 , 对 NLKG 方 程 , 定理 4.5.1- 定 理 4.5.3 有 类 似 的 结果 , 不 过 在 证 

明 中 使 用 的 Strichartz 估 计 不 同 于 n > 2; 当 n = 1, 对 NLW 方 程 , 特别 是 定 

理 4.5.2 的 对 应 结果 , 本 节 的 讨论 方法 失效 . o = 4/(n 一 2) 时 大 初 值 有 限 能 量 强 

解 的 适 定性 可 见 本 书后 面 散 射 算 子 一 章 . 

定理 4.5.1 的 证 明 想 法 . 我 们 只 考虑 2/(n — 28) < o < 4/(n 一 2s) 的 情况 . 


令 
2(n —1)(2 +0) 
© (n—1)(2+0)+4-2a(n— 2s)" 
这 样 选取 p 的 目的 是 为 了 保证 


人 A ) + 1-26) 1 


p n p n p 


根据 引 理 4.2.1, 我 们 有 下 面 的 非 线性 估计 : 


IF -re S ll ne O (4.5.8) 


考虑 (4.5.1) 等 价 的 积分 方程 ， 


WOK Din PR Ou + / Kear (4.5.9) 
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SEHK (t) = (m? — A)" sin(m — A)/?, K'(t) = cos(m? — A). 在 度量 空 


D = {u € POO, T; Be) = lull wy or,n63) < M} 


上 , 可 以 定义 度量 
d(u, v) = |lu— Ur (0,7;L)- 


使 用 第 二 章 的 Strichartz (hit, 结合 (4.5.8), 可 以 证 明 


T : u(t) > K'(t)up + K(t)u. + l K(t—r)flulr))dr (4.5.10) 


A(D, qd) 到 自身 的 压缩 映射 . 其 余 证 明 略 ， 见 [168, 169]. 


第 五 章 “ 非 线性 色散 波 方程 解 的 低 正 则 性 问题 


本 章 主要 介绍 用 于 研究 非 线性 色散 波 方程 的 Cauchy 问 题解 的 低 正 则 性 问 
题 的 Bourgain 空 间 方 法 和 工 方法 . 所 谓 低 正 则 性 问题 , 我 们 主要 从 两 方面 考虑 : 
第 一 , 希望 在 初 值 具有 较 低 正则 性 的 条 件 下 也 能 得 到 方程 的 局 部 适 定性 , 例如 
假设 初 值 属于 Sobolev 空 间 瓦 *，s 越 小 , 空间 正则 性 越 低 , 包含 的 初 值 越 多 , 比 
如 Dirac 测 度 -6 函数 属于 万 -UV2-e, e > 0. 第 二 , 很 多 色散 波 方程 只 有 二 2 和 万 1 能 
量 守恒 律 , 因此 对 于 得 到 的 低 正 则 性 的 局 部 解 是 否 能 够 延 拓 到 整体 ? 

我 们 主要 以 Korteweg de-Vries 方 程 、 带 导数 非 线 性 项 Schr5dinger 方 程 为 
Bil, 详细 研究 非 线 性 色散 波 方程 Cauchy 问 题解 的 低 正 则 性 问题 , 方法 具有 一 般 
性 , 读者 需 细 心 体 会 . 


§5.1 Bourgain 空 间 


在 这 一 节 , 我 们 介绍 Bourgain 空 间 的 一 般 形式 及 其 基本 性 质 . 具有 一 般 形 
式 的 非 线性 色散 波 方 程 的 Cauchy 问 题 如 下 


ru —id(D)u = f(u,D%u), (x,t) ER” xR 
u(xz,0) = uo(x) € H°(R”). 


并 


Pule, OIRR, u(r) AA ERIR, D = 4(Oz,,...,0,), DY = 
(Opts o Opt), 以 及 


$(D)u = (2m)? f eg (ERE) dE 


n 


这 里 符号 9(&) 为 连续 的 实 值 函 数 , 称 为 方程 (5.1.1) 的 色散 关系 1. 非 线 性 项 f 表 
示 一 个 多 元 函数 但 不 是 线性 函数 , 比如 f 为 多 项 式 或 者 形 如 |ulP?u. 

很 多 的 色散 方程 可 以 写成 (5.1.1) 的 形式 , 例如 Schr6dinger 方 程 (对 应 色散 
KAHELE) = |E WW RKorteweg de-Vries 方 程 (对 应 色散 关系 为 0(&) = E)E. 
在 前 面 几 章 , 我 们 已 经 讨论 了 一 些 时 空 框架 例如 Strichartz 型 空间 LYL’, 36 
滑 效 应 空间 L&I 等 , 在 本 章 我 们 将 应 用 一 类 新 的 时 空 框架 ， 同样 地 , 我 们 
把 (5.1.1) 看 成 是 线性 方程 的 扰动 , 从 而 首先 考虑 (5.1.1) 对 应 的 线性 方程 


P 


Ou — iġ(D)u = 0. (5.1.2) 


:我 们 强调 bp 必须 是 实 值 函 数 . 
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我 们 记 S(t)f = Frre*0OF, f. 方程 (5.1.2) 两 边关 于 空间 和 时 间 变 量 同 时 
做 Fourier 变 换 得 


(T — 9(8))u(é,7) = 0. (5.1.3) 


本 章 以 下 若 无 特 别 声明 , 我 们 始终 用 或 多 wu 表示 函数 u(x,t) 关 于 x,t 的 Fourier 变 
换 , 用 .Zu 表 示 z 方 向 的 Fourier 变 换 ?. 由 此 知 支 集 在 曲面 {(&,7) : 7 = ol}, 
可 以 想象 这 一 特征 曲面 与 方程 (5.1.1) 是 紧密 相关 的 .把 时 间 变 量 t 和 空间 变 
量 z 同 等 对 待 , 如 同 Sobolev 空 间 对 于 Laplace 方 程 一 样 , 引入 与 方程 (5.1.1) 相 关 
的 Sobolev 型 空间 Xs*. 


定义 5.1.1. Rite : R? > 及 是 一 个 实 值 的 连续 函数 , H5,DER. 则 定义 空 
ia? së (R¢xR), AIAX (RIXR) AX? Æ Schwartz KH Z S (R1) A 
如 下 范 数 的 完备 化 


ull xs = I8 (7 — 6(€)) Full Ler: (5.1.4) 


Xs" 结 构 的 这 一 形式 是 由 R. Beals[6] 提 出 , 之 后 Bourgain [15, 14 首 先 系 统 
地 应 用 和 研究 的 , 之 后 被 Kenig, Ponce 和 Vega [81] 以 及 Tao [151] 发 展 了 这 些 空 
间 上 的 多 线性 估计 . 比 Bourgain 稍 早 , Klainerman 和 Machedon [94] 在 非 线 性 波 
方程 的 研究 中 采用 了 类 似 的 想法 . Bourgain 空 间 能 够 很 好 地 开发 方程 (5.1.1) 的 
色散 效应 , 从 而 得 到 比较 好 的 低 正 则 性 的 结果 , 读者 可 以 自己 细心 体会 其 妙 处 . 
以 非 线 性 项 wuz 为 例 , 这 一 个 方法 的 核心 是 如 下 两 个 类 型 的 估计 : 


lwo f se- 94s 


lâs (uv)ll xsv- <Cllull xsv]; (5.1.6) 


和 CH x-1, (5.1.5) 
Xs,b 


其 中 w(t) 是 光滑 的 截断 函数 . 直觉 上 , 我 们 可 以 这 样 理解 , s 是 空间 正则 性 的 指 
标 , 5 是 关于 算 子 2 一 i$(D) 的 正则 性 指标 . Bourgain 空 间 的 优势 在 于 : (5.1.5) 式 
中 积分 算 子 万 S(t 一 s).ds 在 Bourgain 空 间 中 获得 了 算 子 0, — ip(D) 的 一 阶 正则 
PE, 这 一 阶 正则 性 通过 (5.1.6) 式 补偿 了 空间 正则 性 的 损失 . 但 是 究竟 能 补偿 多 
少 阶 导数 , 这 取决 于 方程 的 色散 效应 的 强 弱 . 我 们 将 证 明 当 1/2 < 5 < 1 时 ,不 
等 式 (5.1.5) 对 任意 的 9 总 是 成 立 的 , 因此 主要 的 任务 是 证 明 第 二 个 不 等 式 , 关于 
这 个 结构 的 应 用 可 参考 文献 [81, 153]. 

2 如 果 没 有 混淆 , Muo: R” >C 只 是 自 变量 z 的 函数 , 我 们 也 用 0 表示 wo 关于 zx 的 Fourier 变 
换 . 
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本 节 主 要 证 明 Bourgain 空 间 Xs? 的 一 些 基 本 性 质 ， 定 义 截 断 函 数 风 E 
CSR), 在 区 间 [--1,1] Ey = 1Hsuppy c [-2,2]. 对 任何 5 > 0, wys) = 
w(-/d). 我 们 将 要 用 到 如 下 引 理 , 关于 它 的 证 明 可 见 第 三 章 Besov 空 间 的 非 线 性 
估计 . 


引 理 5.1.2. 如 果 0 < w < 1 1<p< co 


IAP S [I fllze|(—A)°/7gllze + loll) fille. (5-1.7) 


根据 Xs 的 定义 很 容易 证 明 


引 理 5.1.3. 假设 s,b € R. WA 
MPx = [KOMNA E Mall ce: 
命题 5.1.4. 假设 s €R,1/2<b<U<1,0<6<1. 那么 有 


lya flx SE NF WAFF- 


证 明 . 不 妨 假 设 s = 0. 由 引 理 5.1.3 和 引 理 5.1.2 得 


IOF = O ds) Fe) nll ce 
Sw lapl” O FANE, dlee lye 


+ [Olr le O FAE Dalz 


通过 简单 的 计算 易 知 对 任何 > 0 有 


If OD lin = TPO Nf ODN SA +?) F Olle. (5-1.8) 


Al FA (5.1.8) #llSobolevit A ESL? > L”, 第 一 个 不 等 式 得 证 . 
下 面 证 明 第 二 个 不 等 式 . 简单 起 见 , Se = 二 1 一 b 和 qd = 二 1 一 V, 则 有 0 < d< 
c< 1/2. 利用 Bourgain 空 间 的 等 价 范 数 , 只 要 证 明 


lbs Ohly SOMA ya 


由 对 偶 只 需 证 明 


ws(bgllzaso alae Yg E He. (5.1.9) 
t 
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利用 Ho6lder 不 等 式 和 Sobolev 不 等 式 , 可 得 


色散 波 方程 解 的 低 正 则 性 问题 


w(t)gl 2 S0 allae. 


(5.1.10) 
则 只 需 证 明 


-d 
lya Oall ras lalla 


(5.1.11) 
1(5.1.10) 式 和 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 可 得 


| JIll aa Slb Olie OIN bal Jali © lollig» 
其 中 0 = (c—d)/c, 这 样 只 需 证 明 


IPs) all ge Sllgll ne. 


= 


(5.1.12) 
KE, 


lysa eS (wsllre lola + IIC 


S(llgllae + lII 
利用 Halder 不 等 式 和 Sobolev 不 等 式 , 可 得 


一 A)js/2y5)gllz) 
A)*?us)allz2)- 


—.° (5.1.13) 
综合 上 述 不 等 式 , 命题 得 证 . 


命题 5.1.5. (a) 假设 s CR, uo € H°(R"), 1/2 <5<1,0<5<1. 则 有 
lls (t) S(t) uol| x26 £8? || wo rs 


(5.1.14) 
(b) Bits CR, fe X52-1 且 1/2 <b<1. 则 有 


É 

jew [EC SENA: 
0 Xs,b 

证 明 . 首先 证 


E(a). 根据 Xs 的 等 价 范 数 立 即 有 


(5.1.15) 


lalt) S (tuol x = [bs © ll ye lluoll ag 
利用 不 等 式 (5.1.8), 得 到 


slay < (OP? + EO s. (5.1.16) 
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从 而 立即 得 到 (5.1.14). 
现在 证 (b). 根据 Xs 的 等 价 范 数 得 (5.1.15) 式 的 左边 等 于 
ow [eo gD ta 
L2H? 
从 而 为 证 明 (b) 则 只 要 证 明 对 任何 g e HEM 
t 
watt) f gar) < C8] ola: 
0 H? 
t 
令 h(D) = WA) | OA, 直接 计算 可 得 
0 
t si WT __ 
= wslt) | I et TG(r)drdt' = y(t) k 一 -G(r7)dr. 
AIS ARTA) Lye, 很 自然 地 把 h 分 成 两 部 分 , h(t) = hilt) + halt), 其 中 
eitT = 1 eitT — 1 
m=mOf S Od mat = voto f *aeryar 
HF [two (t)| = EIEE) < 88ta, 从 而 利用 Taylor 展 开 式 
直接 计算 可 得 
= a 
est ji (i7)"9(7) 
< ELSES < b= 5.1.17 
[pa sll (5.1.17) 
PET [hell ye, 将 它 分 为 两 部 分 
holla $ soe CO radi. 
alas ust f ap Peale [ae Rae 
对 于 项 7 易 得 
at? 1/2 1/2—b 
TSllollarellall zs ( he ae) SOM gl| pa, (5.1.18) 
对 于 项 TT 有 
mls eT) 
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Sllesll as 


See) | | | 


oo’ 
iT } 


UT 


balze lF 


z 
HY 


SEa- (5.1.19) 


综合 (5.1.17), (5.1.18) 和 (5.1.19), 当 1/2 < b < 1 时 , 我 们 得 到 估计 (5.1.15). 


引 理 5.1.6. 假设 了 是 时 空 Banach 空 间 且 满足 : 对 所 有 的 uo € [2(R") 以 
Bu E RŽ 
lle". S(t)uolly Slleo ll z2»). 


则 当 1/2 <b < 1 时 , 对 任何 的 w E 和 02 都 有 
lully S|] ul] xo». 
HERH. 由 Fourier 逆 变换 以 及 坐标 变换 可 得 


umd) = (an) | AlE, reine tr agar 
Rrt+l 


= —(n+1)/2 itr ~ ix itol) 
(2r) fe 人 u(E,7 + d(€))ese dédr. 
从 而 由 Minkowski 不 等 式 以 及 对 Y 的 假设 条 件 得 

lulls {aes + Olgars f PEE, r+ E)r 


I Fb > 1/2 以 及 利用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 , 引 理 得 证 . 

当 b = 1/2 时 , 可 以 举 出 反例 说 明 命 题 5.1.5(b) 和 引 理 5.1.6 都 不 成 立 , 这 
个 问题 留 给 读者 去 思考 .， 当 5b = 1/2 时 , XX 有 一 个 很 好 的 代替 : Besov- 型 
JBourgain2s lal FS. 我 们 将 在 第 5.4 节 用 这 个 空间 结构 结合 一 个 特殊 低频 结 
构 来 处 理 KdV 方 程 在 及-3/4 的 适 定 性 问题 . 现在 来 介绍 下 空间 ， 为 了 方便 ， 


Jfk € NU {0}, id 


n= k= pL (5.1.20) 


BLE pn} gf D1. 3°95 2 Ht (SALE 2 E YA De — EW BUY D, 
{Apbj 吕 0 是 对 应 的 Littlewood-Paley 投 影 算 子 , 对 k e NU{0} 我 们 定义 频率 二 进 
局 部 化 的 Xs" 型 典范 空间 XU (IR?): 


Je PR’): £7) ME xR FA (5.1.21) 
| fl = 02 lp - 6) Fé nea <00 上 
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有 了 这 些 二 进 频 率 上 的 空间 结构 , 然后 采用 Littlewood-Paley 方 式 定义 整个 频 
率 上 的 空间 : 


Jellies = X ZF [lpn (6) Fully, (5.1.22) 
k>0 

lulis = X 2AT- AE lE F ulle (5.1.23) 
k>0 


X Pda A EP e Tataru [156] 引 入 使 用 , 后 被 Ionescu 和 Kenig[66， 
67], Tao[154] 以 及 作者 [57, 55, 52, 53] 等 广泛 使 用 . 下 空间 满足 X51/2+ C Fs C 
Xs1/2, 同时 享有 XX $1/2+ 和 X12 的 某 些 性 质 ， 例 如 一 方面 它 和 X51/2+ 空 间 
一 样 能 艇 入 到 很 多 时 空空 间 如 C(R; 五 ) 和 Strichartz- 型 空间 区 L2, 另 一 方面 ， 
它 关于 时 间 有 着 与 Xs1/2 空 间 一 样 的 尺度 , 这 与 Besov 空 间 甩 多 和 Sobolev 空 
间 互 "/2, HW2+ 的 异同 是 类 似 的 . 
HERA PAE, 我 们 有 


命题 5.1.7. (a) Bits € 民 及 uo € H°. 则 


I(t) S(t) uoll es S||uol| ss. (5.1.24) 


(b) 假设 s € R, k € NU {0} Hui 2 (7 一 o(€)) Fue Xp. 则 存在 与 k 无 
关 的 常数 C > 0 使 得 


la jew f se-a] < clr 00) Fu 612% 


Xk 


WEAR. 首先 证 (a). 由 的 定义 , 只 要 证 对 任何 Ke NU {0} 有 


lle (€)F (W(t) S(t)uo) x Sll) (5.1.26) 
HEX HOE LAB 
leon (€)-F (W(t) S (uo) Ix, = 》 27? lol ENOTNE) 
j20 


Sle piye EE); 


从 而 (a) 得 证 . 
现在 证 (b). 由 直接 的 计算 可 以 得 到 


F Lue | | S(t— s)u(s)ds| (£T) 


= 


性 问题 
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则 只 需 证 
IT fellx, < Cl 
对 所 有 的 k > 0 一 致 地 成 立 . 
BEALE, T) = falE.7 + O(€), (TIET) = (TE T + oE). 利用 4 
标 变 换 可 得 


TS 


(TF) n= f RENÈ E a 


EKG JÆ Schwartz K A RERE (IRIT < 1r > 1 的 情况 ) 


P(r -r)- 4l) 


sr) < 


Cla eal tas paar): 


对 于 7 ENU {0}, S fki = felé Tol- (EBL, = fr alé, T + O(€)), A 
而 得 


1/2 
(Thea (ETISG + |r|) 42? 1/ fierar! 


+E eml) ) fe rh Dar 


[三 一 2 
:=I + II. 
因此 得 
T filas >, Ploy CAME Des X 2# Ple TNT feté lez 
j/20 j/,j>0 


首先 考虑 包含 项 7 的 估计 . 显然 有 


2 2772|py (Ilska 
7/920 
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其 次 考虑 包含 TT 的 估计 . 利用 Young 不 等 式 可 得 


y 27/2 lo (DHS flx. 


=l 


从 而 命题 得 证 
对 于 引 理 5.1.6 在 = 1/2 时 我 们 有 下 面 的 结论 , 证 明 类 似 于 引 理 5.1.6 的 证 
HH, 从 略 . 
引 理 5.1.8. 假设 了 是 时 空 Banach 空 间 且 满足 : 对 所 有 的 uo € L2(RYY 
Bet E 了 月 都 成 立 


le*™®S(Huolly < Clluoll zeer)- 


则 对 任何 hk E€ NU {0} 以 及 wu € FOR 


lAr(u)ly Sli) 


ee. 


类 似 第 1.3 节 中 一 样 , 我 们 也 可 以 定义 一 类 齐 次 的 Bourgain 空 间 , 或 者 定义 
更 广 的 Besov 型 X%w, 本 书 不 作 探讨 . 


85.2 ”局 部 光滑 效应 和 极 大 函数 估计 


在 前 一 节 , 我 们 已 经 知道 Bourgain 空 间 久 5 的 元 素 与 初 值 为 uo € HMA 
由 解 v = S(t)uo 比 较 接近 , 因此 需要 先 得 到 自由 解 S(t)uo 的 相关 估计 . 在 研究 带 
导数 非 线性 项 的 色散 波 方程 时 , 局 部 光滑 效应 和 极 大 函数 估计 起 着 非常 重要 的 
作用 . 本 节 以 色散 群 5(t) = Fyle EF, 1 <a < 2 为 例 , 研究 相应 的 光 滑 
效应 估计 以 及 极 大 函数 估计 ,3 T ON Vega 得 到 的 , 本 节 部 
分 内 容 可 参看 [77, 76]. 


定理 5.2.1. 设 1 <a<2, UI 


1/2 AR 
sup (J (3° (t)uol?at) < ( aisi as) ; (5.2.1) 
1/4 1/2 
([ sep ise(uoltar) < (f mee) eae) | (5.2.2) 
R teR R 


证 明 . Sw (E) = JEJE, 则 知 w 是 可 逆 的 并 记 w- A ee a. 所 以 作 变 量 蔡 
en = w(€), WA 


a —1 
t)uo = = cfe izé o itw(Ẹ EdE = c fe ixw” oia (w 
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所 以 利用 Plancherel 等 式 , 再 作 变 量 蔡 换 7 = w(€) HIE Flu’ (E) = (a + IIE|*, 


则 可 得 
Soipy 2 | [oP f BO ge 
isles oto ms rere 亿 


于 是 , (5.2.1) 式 得 证 . 

下 面 证 明 (5.2.2) 式 ， 主 要 的 想法 是 x,t 的 位 置 互 换 , 即 把 看 成 是 空间 
变量 , z 看 成 是 时 间 变 量 , 这 样 1478 变 成 了 Strichartz- 型 估计 , 且 (4, co) 是 一 
维 Schr6dinger 方 程 的 容许 对 ， 由 第 一 个 式 子 的 证 明 可 知 5*(t)uo 可 以 看 成 色 
散 关系 为 w-1(7)， 且 初 值 的 Fourier 变 换 为 3 人 的 方程 的 自由 解 ， 不 难 验 
tikw 1 (€) i AE 2.1777 HAY AE (1), (82), (H3), (H4) Hm, = m = ay 
ag = 1/(a +1), 所 以 利用 第 2.2 节 中 Strichartz 估 计 的 推导 方法 可 得 


| OF, fre Sf) ,3 


IEH 


2 1/2 
an) ; 


1 此 可 得 


1 1 uw wt 
|S“ ()uoll za rS (/ [re 


在 上 式 中 作 变 量 蔡 换 = w(6) 可 得 


I|S°(é) uol| za re Slluoll gaya: 


aan 2.2) 式 得 证 . 
这 里 给 出 的 方法 是 针对 特殊 的 色散 群 简化 后 的 , 在 文 [76] 中 ，Kenig， 
Ponce 和 Vega 对 一 类 更 广 的 色散 关系 w(&) 证 明了 定理 5.2.1, 并 且 有 更 为 精确 


的 估计 
(sapistometin) s| moe (H9) a) 


FARINE HERRES (OWA ARR RA, 是 由 [77] 得 到 的 . 


定理 5.2.2. its > 41 a > 1, uo € Hs 时 , 则 有 


oo a 2 1/2 
(J sup |8% uode) < Cljuollz, (5.2.3) 
一 co t€[—T,T] 


其 中 常数 C > RTT. 
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为 证 定理 5.2.2, 我 们 先 证 明 如 下 引 理 . 


引 理 5.2.3. 设 o 为 支 在 [24-1)24+1] 上 的 Co 函数, kEN. 对 Qa l, ZAF 
数 HHQ(-) 如 下 


of ol 
He(z) = 2k/2|zx|-1/2, 1< |z| < C2ek 
1/1 +z), |z| > C2. 


那么 , 当 |t| < 2 时 存在 与 +,t 和 kk 无关 的 常数 使 得 


[anregen (5.2.4) 
此 外 , Se = 0, p 是 支 在 [一 2,2] 的 光滑 函数 , 则 同样 的 结论 成 立 . 


WEAR. 4u(a,t) = fp ECT EdE. 根据 p 的 支 集 条 件 可 得 对 所 
有 7z,tE 民有 
|u(x, t)| < C2*. 


从 而 只 需 再 考虑 |z| > 1 的 情形 . 
假设 上 = 0. 利用 分 部 积分 且 |t| < 2 可 得 到 


2 
el S| aret E (EDE) ae] Sot? 


从 而 只 需 再 考虑 & > 1 的 情 

定义 集合 0 = {£ € suppy : |(a + 1HE +2] < |a|/2}. 选 紧 支 集 在 2 上 

的 截断 函数 E C9, 使 得 当 |(a + DEE + 2] < lzl/3 时 ,5 = 1, 例如 可 令 
(CDE +) l 


|x| 


SS 


其 中 7 是 固定 的 光滑 截断 函数 . 
因为 |t| < 2, WEE c OM, 则 有 |z| ~ atije < C224, 从 而 函数 h(E,x) = 
tE]E|% 十 x 满足 


|h” (€)| = Cd > C2 "lz. 


由 Van der Corput 引 理 可 得 


| S aeea < omme, 
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y> 


WREE € supp (1 -— ¢), WAAI (E = |(a + DJE + x| > |z|/3. 利用 分 
部 积分 , 可 以 得 出 当 |z| > 1 时 , 有 


| [eterna Ov < 


综合 上 述 的 估计 , 引 理 得 证 . 
利用 上 述 引 理 , 我 们 可 以 证 明 如 下 引 理 , 从 而 立即 推出 定理 5.2.2. 


引 理 5.2.4. 如 果 s > 42 a > 1, 那么 有 


OO 


1/2 
(> sup sup Is (tuol?) < C|luollas. (5.2.5) 
jo ltl<1j<2<jt1 


HERA. 定义 Se(t)uo = Fr tel yp, (€) Frun, 其 中 {pk} 0 是 频率 空间 非 
齐 次 二 进 分 解 序列 . RNI 只 需要 证 明 


Oo 


9\ 1/2 
( 》 sup sup |Sg(t)uol?) S 
上 <17<z<5+1 


(1+a)k 
4 


行 -co 


利用 对 偶 理 论 , 只 要 证 明 


ä a“ 2741/2 
I Sol(t oa <2 | HA i g(x, t) )ldzdt) | ，(5.2.6) 
2 


pa 


1 对 偶 关 系 ( 如 可 见 P. Tomas 的 对 侦 理 论 [159]), (5.2.6) 是 如 下 估计 的 推论 : 


(> sup sup p SE (t — tgl, tdt ou 
j= 


HK17<z<I+1 
| > g(z,bldzdt) yy". (5.2.7) 
为 了 证 明 (5.2.7), 利用 引 理 5.2.3 可 得 
1 1 
|f see—eale.e)ar|s | aew) {lg yaay 
oo I+1 1 
smo fe-yaay 


l= 一 00 
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这 样 (5.2.7) 的 左边 小 于 等 于 
= tl pl np dare \271/2 
[ TR 2 Hg (I )/ f e-ta dy) | (5.2.8) 
作 变 量 蔡 换 可 得 
I-j+2 pl 21/2 
5.2.8)< Hel(l ,Gd 
pe e of | slaras) | 
再 利用 Minkowski 不 等 式 得 
/一 7 十 2 
(5.2.8)< A; ( lg(z,t')|dt! dz) 
s RC a 网 I, yy" 
A; ( |g(a, tdt" dx) 
‘hm = = a J, yy" 
"| 1/2 
g(a, t')|daxdt! : 
p sG f cet va)" 
上 式 最 后 一 个 不 等 式 中 我 们 利用 了 如 下 简单 的 事实 : 
[22%] [22%] 


> rig > fi 


于 是 , 引 理 得 证 . 


与 色散 方程 相关 的 极 大 函数 估计 最 早 是 由 Carleson[21] 提 出 的 .我们 


以 Schrodinger 方 程 为 例 ， 


x712 dg<22%/2., 


iut + Au = 0, 

u(x, 0) = vo(7). 
FH Plancherel*: xt FJ 40, “4t 一 OW, 方程 的 解 w = eitA uo 一 uE HSH] YE A 
义 下 .Carleson 提 出 了 如 下 的 问题 : 什么 条 件 下 , t 一 0 时 对 几乎 处 处 的 x 都 有 


fuls, t) > uo (a)? 为 了 回答 这 一 问题 他 进一步 提 
ozj| 是 局 部 可 积 的 , 所 需要 初 值 wo © APM ie) ste & >? 
时 仍 有 许多 公开 问题 , 例 


Asura Jeu 


这 一 问题 在 一 维 


时 已 经 完全 解答 


出 如 下 问题 : 为 保 订 


FARK PK 


, 但 在 高 维 


如 一 个 普遍 的 猜测 是 : 对 
是 s > 1/4. 对 于 一 


| CitOrz 


uol|L2L% 


< 
=. Siluollas, 


王 意 的 维 数 ， 4 几乎 处 处 收敛 到 uo 的 充分 必要 条 件 
维 的 情形 , 我 们 已 经 知道 若 s > 1/2 
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Kenig 和 Vega 的 一 个 猜测 是 上 述 估计 在 s = 1/2 也 成 立 . 事实 上 , 我 们 已 经 证 明 
当 s = 1/2 时 把 |ullzs 换 成 B31 上 述 估 计 是 成 立 的 . 关于 这 些 问题 可 以 参考 文 
献 [76, 77]. 


85.3 ”KdV 方程 的 双 线 性 估计 及 局 部 适 定性 


本 节 考 虑 Korteweg-de Vries (KdV) 方 程 , 证 明 Xs 中 的 双 线 性 估计 并 由 此 
得 到 KdV 方 程 的 局 部 适 定 性 理论 . KdV 方 程 具有 如 下 的 形式 : 


(5.3.1) 


Qu + Ou + buðru = 0, (x,t) € R?, 
u(x, 0) = uo(x) € H’ (R). 


易 知 KdV 方 程 的 色散 关系 为 0(£) = E. KdV 方 程 是 浅水 波 理论 最 基本 的 方程 ， 
早 在 1834 年 , Scott Russell 就 发 现 了 KdV 方 程 的 孤立 波 解 . 下 面 是 Russell 对 自 
己 观察 发 现 的 描述 : 

我 观察 一 条 船 的 运动 , 这 条 船 沿 着 狭窄 的 河道 迅速 前 进 , 突然 船 停 了 . 河 
道 的 水 被 船体 带动 , 聚集 在 船 头 剧烈 扰动 着 , 然后 水 浪 中 浮 出 一 个 圆 滚 平 滑 、 
轮廓 分 明 的 巨大 孤立 波峰 , 以 巨大 的 速度 向 前 滚动 , 急速 离开 了 船 头 , 我 骑马 紧 
跟着 观察 , 它 以 每 小 时 9 英里 的 速度 滚滚 向 前 , 并 保持 长 30 英 尺 , 高 1.5 英 尺 的 原 
始 形状 . 渐渐 地 , 一 二 英里 之 后 , 消失 在 透 途 的 河道 . 
60 年 之 后 (1895 年 ), 荷兰 数学 家 Korteweg 指 导 他 的 学 生 de Vries 在 博士 论文 中 
提出 了 KdV 方 程 模型 , 得 到 了 广泛 且 深 入 的 研究 . 根据 在 第 5.1 节 中 的 讨论 可 知 ， 
用 Bourgain 空 间 Xsw 作 为 工作 空间 研究 方程 (5.3.1), 主要 的 任务 是 去 做 相应 的 
双 线 性 估计 . 我 们 首先 证 明 


定理 5.3.1. 如 果 一 3/4 < s < 一 1/2, 则 存在 b E (1/2,1), 对 任意 的 WE 
(1/2, b], 且 满 足 b 一 0 < min{ 一 s — 1/2,1/4 + s/3}, WA 


[os (ua ua) |Lxse-1 < Chul xsv lluzll zs- (5.3.2) 


这 里 我 们 采取 [k; 2] 乘 子 的 想法 来 证 明定 理 5.3.1, 这 种 方法 具有 一 般 性 且 
使 得 这 种 双 线 性 估计 变 得 程序 化 . 根据 和 Xs 的 定义 , (5.3.2) 等 价 于 


IE) — BF)? EH Dé, Tre, SIME) — E aleg E — BY" All. 
为 叙述 简单 , 我 们 记 
Asp(é,7) = (E) (r — E)’. 
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进一步 , (5.3.2) 等 价 于 
Edson. Aad azen, 


2 Slul rR lvl. (5-3.3) 


BL PE} ({X k-o EMR AE E 人 区 间 序 

PLIko 由 (5.1.20) 给 出 . XTE, ri 一 如 都 作 二 进 制 分 解 , 由 对 偶 上 式 等 价 于 
(2%3)s2j3(0—1) 9ks 

(Qk1\8Q51b! (2k2)s2720 


k,€Z,j,EZ4, 
x fions (Uki ji * Vko j2) FIE, 7T)dédr Sllul r2|lvllz2ilf lize, (5.3.4) 
Kp L = L (RÊ), ke Z, j e Z RITE 
Dp j ={(6,7) : E € [2571,20], r = £? E L}, 
以 及 
Uli giv = Xr (Oj (T — Eu. 
因此 为 证 明定 理 5.3.1, 则 需要 先 估计 


/ 1 Drs,;s (E, T) (Ukr jn Uka,ja) - fd&dr). 
R2 


做 到 这 一 步 之 后 , 问题 转化 成 一 个 非常 初等 的 积分 控制 问题 . 我 们 可 以 把 它 写 
成 对 称 性 的 形式 , 上 面积 分 的 估计 可 以 转化 成 下 面 的 三 线性 估计 ， 


J. KEES IL Mil (5.3.5) 


2 一 工 


其 中 到 是 支 在 Dj, 的 非 负 函数 , 以 及 
T3 = {1 二 62 十 63 二 0, 克 十 T2 十 73 = Of, 

且 赋 予 Ts 诱 导 的 测度 3. 形 如 (5.3.5) 的 估计 , 最 初 由 Bourgain [14, 15] 利 用 时 空 
范 数 与 XS 的 关系 给 出 一 些 佑 计 , 后 由 Kenig, Ponce, Vega [81] 采 用 了 初等 的 微 
积分 方法 给 出 了 精细 的 估计 方法 , Tao [151] 利 用 二 进 制 分 解 对 这 一 类 型 的 估计 
做 了 系统 的 研究 . 

在 下 个 引 理 中 我 们 将 系统 研究 (5.3.5) 的 估计 , 对 于 更 广 的 一 类 色散 关系 
WAE) = |&|?E 可 参考 Guo 的 文章 [53]. 我 们 这 里 的 证 明 是 改造 了 的 Tao [151] 

° fr, Mi=r,2,3fi(€:, Ti) = Spa fr (E11) fo(€2, 72) fa(—€1 — £2, 71 — 72) dé d&adridra. 
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的 [k; 2]- 乘 子 的 想法 , 方法 比较 初等 , 但 是 比较 繁琐 . 建议 读者 不 要 陷入 珊 碎 的 
计算 技巧 而 忽略 了 关键 想法 . 这 里 的 方法 具有 一 般 性 , 能 对 一 类 色散 方程 都 适 


Wa, qa2, Q3 中 最 小 ,中 间 和 最 大 的 数 . 以 下 为 了 方便 , 我 们 总 是 记 
(fi * fo): fa = fi * fo: fs. 


用 . 为 了 表述 方便 ， 对 于 三 个 实数 al， a2, 43, BAT amin < amed < amaz 分 别 表 


引 理 5.3.2. itk; € Z, i E€ Z4, Ni = 2", RA frj € L?(R2) RSE A BRK 


SAU Dr Ll felle < SS 1, i= 1,2,3. 则 
(a) WHE BANK, ko, k3 E ZAR ji, jo, j3 E Z4, 有 


i Frais * Tenga * Tro gg ddr < Cmin/ in/ (5.3.6) 
(b) 2 R Nmin < Nined ~ Nmaz; 则 对 i = 1,2, 348A 
l „Fenja * Sraa * frasjadé dr < C20 tit) 29-bmas/297it)/2, (5.3.7) 
(c) 2 Æ Nmin ~ Nmed ~ Nmaz > 1, 则 
L , fraja * fraja * frs jadEdT < O2min/29fmea/t9=kmaz/4, (5.3.8) 
证 明 . 对 于 f,g,h € L2(R?), 令 J(f,g,h) = foo f * g- hdédr. 通过 简单 的 


[之 


E 标 变换 , 可 得 
[R= 


有 同样 的 文集 . 利用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 和 函数 反 , ;的 文集 性 质 


J (Sis jy a7 fs) 
[2imin/2 人 lfr E1 Olze ll fraja (82,°) lzel frs js (E1 + E25") za 


3 
gkmin/295min/2 II | Fee Il 2, 


i=1 


“对 于 偶 函 数 的 情形 ， 没 有 这 样 的 对 称 性 ， 故 需要 讨论 的 情形 多 些 ， 但 是 仍然 月 
可 以 处 理 . 


KEFE, p) = F(E, 一). 注意 到 函数 p(&) = CRAM, Al fe, j Fia j 


得 到 


dé1dé2 


日 本 文 的 方法 
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即 (a) 得 证 . 
HFb), HEHE RR fp, ji SEREHE T EHEJ (Shr jis fka Fra ja) F OL 
须 满足 


[Kno = kmea| < 5. (5.3.9) 


根据 对 称 性 我 们 可 以 假设 如 < ka < kg, 从 而 有 |kz — k3| < 5, 分 三 种 情形 讨论 : 
ji = Jmazs J2 = Jmaz, J3 = Jmaz- 如 果 73 全 Jmaz) HEI (frajo Shoda» fks ja) EXT 
写成 如 下 形式 : 


J(fkijis fkz,j2s fa,js) 
= ie ) (4, 71) EN (€23 72) Fea jq (Et + €,71 + T2 + O(E1, €2) db d&odr1d72, 


SPE (67) = fra(€7 + @), i= 1,2,3, AK 
(1, E2) = +B — (& + &)? = -3é160(& + &). 
做 变量 替换 总 = E + £0, 然后 使 用 H6lder 不 等 式 ， 
TA T A 
= halt) 67) 
x Sh ja (Gs Ti + T2 + AE, & — &1) db dEdry dry 
S [fa ml aC le 
x IFE (G2. Ti + T2 + UG, €2 — GM reader Nia dndr. (5.3.10) 
WEEB tu = 71 + 72 + OE, 2 — £1), HEB |Oe, (ME, & — &)]| ~ NF, 有 


ME, (Gas Ti + 72 + UL, &2 — EDren i=1,2) S No MN rz) 
(5.3.11) 


由 (5.3.10) 和 (5.3.11), 结合 H6lder 不 等 式 ， 


3 
I (fais Íra,j2s frs,js) 5 97k3 II | 和 L223): 
j=l 


如 果 j2 = jmaz， 由 对 称 性 知 这 一 情形 与 情形 js = jma RER. Rj = 
Jman, 根据 对 称 性 ， 


J (fk fos frajs) 
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可 题 


" fe (1, T2 + 73 + O(Ea, &1 一 £2)) fla jo (£2, 72) Fey jy (£ = £2, T3), 


im 


ER | Oe, [Q(&2,&1 一 &2)] | ~ NM, 重复 上 述 讨 论 可 得 


3 
J tes corre frs,js) S 2 II friji ll LR 
zi 
(b) 得 证 . 
现在 证 明 (c). 为 了 符号 的 简单 , 简 记 所 = fh j,i = 1,2,3. 根据 对 称 性 可 
以 假设 放 < jo < js, KI (fi, fo, 户 ) 重 新 写成 如 下 形式 


pmj 


f Pehe 1, u2 — wa — GP — (€2 — &1)) fa (fa, me — EB) db dp dégdpig. 


利用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 可 得 .J( 方 , fo, 方 ) 小 于 等 于 


- || fall ze. 


I filé u) felé — &1, u2 — m = E — (ê — £1)’ db dy 


Le, uo 


ESR? ,, 范 数 中 的 积分 区 域 为 


E2, H2 
E = {(&1, m) : |a| S2", E + (2 — &)? = m — p + O(2°)}, 


其 中 |é&2| ~ 22. ANE? + (E2 — £1)? = 3€a(E1 — &2/2)? + 63/4, 从 而 


3£2(€1 — €2/2)? + &3/4 — p2 + u = O(2”), 


进一步 , 43/4 u + Ja > 0 可 得 


| — €2/2|S202-*2)/2, 


或 者 , 563/4 — wo + pn > 0, 可 有 对 某 个 0 > 0, 


(6/2+0)( — 9/2 — 0) = O(2-*2), 


此 时 也 有 | — 2/2 + 0| < 2027¥2)/2 Bele, 一 名 /2 一 0| < 202-*2)/2, WIFE 
哪 种 情形 , MAJE 202-k2)/2, 所 以 由 Cauchy-Schwartz 不 等 式 得 


J (fi, fo, f3) 
<271/2202 7 fi (€, m1) fo(Ea — €1, u2 — wa — E - (£2 -&) Nile 


€2, 62581 M1 


<2i1/29(92—ka)/4 
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此 即 (c), 从 而 引 理 得 证 . 
有 了 这 个 引 理 , 现在 我 们 可 以 证 明定 理 5.3.1， 为 了 便于 读者 理解 定 
理 5.3.1 中 的 条 件 是 如 何 要 求 的 , 我 们 在 证 明 中 分 情况 讨论 , 对 每 种 情况 都 有 一 
个 条 件 , 然后 对 所 有 的 条 件 取 一 个 交集 即 可 . 

定理 5.3.1 的 证 明 ， 由 前 面 讨论 知 只 需 证 (5.3.4). Pilule = lvl = 1. 
从 而 只 要 证 


Dk3)s9j3(0—1)oks 
sup >, . z iO (a k2\ 800" | 
kmax2>1 kmin<kmaeJi€Z+ (2 1) 231 (2 ) 25 
是 有 界 的 . 这 是 因为 根据 函数 wx,j 5 Vlog jn HI SCE MEI AT AEL D, j Wh * 

Vka ja PTL AD, 则 必须 满足 


1 Ds jg © Uki,ji * Uko,j2 45:3-12) 
ET 


[kmax — kmea| < 5，2jmar ~ max(Qimed, 2 人 4 二 和 2 十 和)， (5.3.13) 


从 而 可 以 假设 (5.3.12) 中 有 (5.3.13). 现在 我 们 假设 (5.3.12) 成 立 来 推导 (5.3.4). 
把 (5.3.4) 左 边 项 求 和 分 成 几 个 部 分 , 例如 不 妨 设 ko,k3 是 最 大 的 和 第 二 大 的 ， 
EHko, ks > 1( 否 则 利用 以 下 证 明 中 的 情形 1 易 得 ), 则 利用 (5.3.12) 得 到 


(2ks\s953 (6-1) oks 
(2K1)s271 (2k2 )s2j2b [lb (tes ju * Vkoja) F](E, T) dEdT 


|ko—k3|<5,j€Z4, 
5 > lull z2 | Anov|lt2 || Ans fll z2Sllullz2|lellce ll fr2, 
|ko—k3|<5 
即 (5.3.4) 得 证 .我 们 接 下 来 按 频 率 之 间 大 小 关系 分 情况 讨论 (5.3.12), 我 们 固 
定 jnar, 因此 下 面 的 求 和 中 xuez 表 示 》pnssnez: 
情形 1( 低 低频 相互 作用 ): kmar < 100. 利用 引 理 5.3.2 (a) 容 易 得 
(2k3ys9j3 (0—1) 2ks 


EE pg CO 2 <1. 
ii 十 


Ze 


情形 2( 高 低频 相互 作用 ): ko > 100,|ks — ko] < 5,kı < ko 一 10( 或 
Fi ky Alko fi BAAR). 继续 分 情况 , WRJ = jraz, 则 利用 引 理 5.3.2 (b) 


2 j14j2)/29—k2 oj1/29k1/2 
(82) = 5 payga gay min(e 2T 2 27/ 2 1/ ). 
ki€EZ,jiEL+ 


把 求 和 分 成 三 部 分 , 第 一 部 分 是 和 aa < 一 2k2, (LAL, 第 二 部 分 是 > 2k H20 < 
232/2-ke FAIL, 第 三 部 分 是 fa > —2ko H2*"1/2 > 252/2-ke 记 为 III. 对 于 第 一 
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部 分 易 得 I<1. 对 于 第 II 项 , X j, Jo, js 求 和 则 得 


g(ki+2k2)(b-1) 
is >»; (2k1)s 
—2k2<kı Sk2 
Mk > 1 和 ky < 1 来 处 理 , 可 得 如 果 1 + s <b 1+ s/3WAIK. 对 于 
第 三 部 分 同样 有 
Wig y, 


—2ko<ki<ko 
从 而 得 如 果 1 十 s <b 1+s/3 则 有 III<1. 
jo = jmar, 则 利用 引 理 5.3.2 (b) 类 似 之 前 的 分 析 得 如 果 0 < b-b < 
1/2+ 3 


o(kit+2k2)(b-1) 
ca; 


oja (b—1)9k3 et ee aisa 
k,€Z,j,EZ4 


WRJ = jmac, 则 利用 引 理 5.3.2 (b) 类 似 可 得 如 果 0 < b- b <1/4 
j3(b—1) oks o. | 
(B312)< > Shon? min(22433)/29- (ke+k1)/2 232/29%1/2) <], 
k,€Z,j,EZ4 


情形 3( 高 低频 相互 作用 ID: ko > 100, |ks 一 ko| < 10, kı > ka — 10. 利用 引 
理 5.3.2 (c) 类 似 情 形 2 的 分 析 得 如 果 s > —3/4,1/2 <b < 3/4 十 s/3 


Imax (b-1) 9k3 (1-8) 9jmin/29jmea/4 


< < k(3/4—s+3(b-l))< 
(5.3.12)< > oe a Al, 
ki€Z,jiED+, kal 


= 


青 形 4( 高 高 频 相 互 作 用 ): ko > 100,|k1 — ko| < 5,k3 < ko — 10. 如 
果 js = jimaz, 利用 引 理 5.3.2 (c) 类 似 情形 2 的 分 析 得 如 果 1/2 < b< Š +s 


(2%3)s273(b—1) 2ks 7 E 
(5.3.12) < `> piyar gpg et he kı/29—k3/2 


kiEZ,jiE Z+ 
(2535s max(1, 2k3+2kı )b—12k3/2 
-p oe Sl. (5.3.14) 
ki€EZ 


WAR G1 = jimaz, 利用 引 理 5.3.2 (c) 类 似 情形 2 的 分 析 得 如 果 b 一 以 < 一 1/2 一 s 


5.3.12) < Chad ae 
we k ay (2 Sei aka s2520 
4 Ji + 


9(j2+j3)/29—k1 
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(2ks\s max(1, 9k3 | 2k1 yb b! 1/29k3 kı 
m. En ZL (6.3.15) 
ki€EZ 
WRJ? = jmax, 根据 对 称 性 , 这 与 = 加 az 是 一 样 的 ， 
综合 上 述 所 有 的 条 件 可 得 我 们 证 明了 : 如 果 s © (—3/4,-1/2), 1/2 <b < 
3/4 十 8/3, 1/2 <V < 0 满足 0 一 VV < —1/2 — s, 则 (5.3.2) 成 立 . 从 而 定理 5.3.1 得 
证 . 


dl 


对 于 s 较 大 的 情形 , 也 有 相应 的 估计 . 事实 上 , 读者 可 以 用 上 面 的 方法 证 明 
如 下 定理 . 对 a e R, 我 们 用 a 二 表示 a 十 e 对 任意 固定 的 0 < e <1. 


定理 5.3.3. 如 果 一 3/4 < s <0, 则 存在 be (1/2,1) 使 
|Ox (uit) || xsv- < Chu xs.6||Ual| xs.» (5.3.16) 
以 及 
3z (u1u2)|| xsv- Shull x-3/4+.0||Uall x56 + [ual xs.6|]Uall x-s/at0. (5.3.17) 


注 记 5.3.4. 定理 5.3.3 的 条 件 s > 一 3/4 是 必要 的 . 4s < -3/4 时, Kenig, 
Ponce 和 Vegal[81] 证 明了 (5.3.16) 对 任意 的 b E 民 不 成 立 . 当 s = -3/4 时 同样 的 结 
论 由 Nakanishi, Takaoka 和 Tsutsumi[123] 证 明 . 


接 下 来 我 们 用 得 到 的 双 线 性 估计 来 证 明 KdV 方 程 的 局 部 适 定性 理论 . 首 
先 假设 初始 值 wo € H®, —3/4 < s < 一 1/2, 定义 如 下 算 子 和 集合 


buli) =OS- f ‘S(t Eerde, 


B = {u € X*: |jullxs < 2Cluolgs}. 


下 面 证 明 只 要 选取 了 适当 小 , 映射 B 在 8 上 是 压缩 映射 . 
由 命题 5.1.5, 命题 5.1.4 和 定理 5.3.1, 对 1/2 <b <b < 1 有 


以 一 2 
luo (xss 和 Clluollas + CT’ ulls. 
和 Clluollms +4077" loll Fs. 


因此 , 如 果 选 定 T 使 得 
ACT’ |lugll zs < 1/2, 
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则 有 Bwo(8) CB. 假设 (ww2) E B, 类 似 与 上 述 讨论 , 我 们 得 到 


[Pug (u1) — Buo (Ua) |Lxs0 < 1/2llu1 — wall xs.s- 


因此 , Pu EB 上 的 压缩 映射 . 根据 压缩 映射 原理 可 得 BB 在 8 中 有 唯一 的 不 动 
Riu € B 


u(t) = di (2) S(£)uo — vit) f S(t — #wr(t")On(u2)(t)at. 
从 而 知 当 限制 在 te€ [一 7, 了 时 有 


I = I S(t — talde, 


从 而 wu 是 KdV 方 程 (5.3.1) 在 [7, 了 的 解 且 w © X4, HX SO UTE: 


lull = inf {xe : T) = u(t)t € [-T, T)}. 


接 下 来 采用 [110] 中 的 办 法 来 证 明 在 X 吉 中 wu 是 KdV 方 程 的 唯一 解 . 假 
Blur, ug E€ X%? 都 是 KdV 方 程 的 解 且 具 有 同样 的 初 值 uo, RITE Hu (t) = 
ualt), t € [-T,T]. ARIE PRE, 我 们 只 需要 证 明 wwj(t) = w2(t), t € [0,7]. 
对 5 > 0, 其 中 6 待定 , 对 i = 1,2, Ma WF 


wilt), tE [0, ô], 
Ui = 4 u;(26 — t), te [6,28], (5.3.18) 


uo, RR. 


所 以 可 知 t 一 a(t) EEN, BVA) € XH, w(t) — w(t) = 0 当 t € 
R/[0, 26]. 
因为 ui, wz 是 方程 的 解 , 所 以 当 t © [0,5] 时 有 


Ul (t) = ug(t) = -t f S(t = t's (t') Ox [ (ti = U2) (ul + ug)|(t')dt’. 
MT > 0 定义 


lull x = inf{ lall xs : wd) = u(t) Sit € [0, T]}. 


所 以 由 命题 5.1.5, 命题 5.1.4 和 定理 5.3.1 得 


b'—b ~~ 
Jur = tall yee < O° (lull x25 + [loll xs.) lta — %2 xsv. 
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由 构造 可 知 


| 加 一 好 xs < 2 — wall xe, 
从 而 得 
lu — wall yes < CS (ul yes + lol yes) = wall xsv- 


选取 6 使 得 C6> (ull s + [loll ys, o) < 1/2, 我 们 得 到 wi(t) = w2(t) 当 t € [0,9]. 
重复 此 过 程 , 我 们 得 到 了 [0,T] 上 的 唯一 性 . 


对 于 s 大 的 情形 , 我 们 可 以 利用 KdV 方 程 的 一 个 尺度 变换 不 变性 . 容易 验 
证 KdV 方 程 (5.3.1) 在 如 下 变换 下 不 变 : 对 任意 的 入 > 0 


u(x,t) => A u(Azr, ASt), uo(x) 一 A uo(àz). (5.3.19) 


MTA- ERRE ETERN: ||A2u0(-)|l q—s/2 = luollg-s 由 事实 


3 
lA uo (Az) || g-374 LA? uoll -374+ A 3/44 wo pp—3/at 


从 而 选取 和 足够 小 , 我 们 可 以 假设 


[ogy-3a+ < €o <1. (5.3.20) 


剩 下 的 论述 与 -3/4 < s < 一 1/2 时 的 情形 类 似 , 留 给 读者 思考 . 所 以 我 们 证 明 
了 如 下 定理 


定理 5.3.5. its € (—3/4,0], uo € HS, MALT = T(|\uoll 3/44) > 0 以 
及 b > 1/2, KdV 方 程 (5.3.1) 有 唯一 的 解 u(x,t) € X$? c C([-T,T]; H°). 此 外 ， 
Y R> 0, 映射 uo > v(t) 是 {9 € 五 5 加 ms < R}ZAIC([-T, T]; H*)Lipschitzi# 
续 的 . 
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在 前 一 节 我 们 主要 研究 了 当 s > -3/4 时 Korteweg-de Vries Ù FEE HSH j 
部 适 定性 , 现在 知 核心 的 双 线 性 估计 在 s < -3/4 时 是 不 成 立 的 , 事实 上 KdV 方 
程 在 s < -3/4 时 是 不 适 定 的 ( 解 映射 不 再 是 局 部 一 致 连续 的 )[25, 84]. 因此 一 个 
自然 的 问题 是 在 s = 一 3/4 时 KdV 方 程 是 否 局 部 适 定 , 这 是 本 节 的 主要 内 容 , 这 
里 的 结果 是 由 [55] 得 到 的 . 
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我 们 首先 考虑 一 个 XX 吕 中 的 双 线 性 估计 的 端点 情形 : b= 1/2. 在 第 5.1 节 
中 , 我 们 已 经 介绍 了 当 b = 1/2 时 , Xs 有 一 个 很 好 的 代 蔡 Fs( 这 一 节 我 们 同样 
固定 %(6) = E), 因此 是 否 能 在 中 有 双 线 性 估计 , 即 如 下 类 型 的 估计 : 


[Ox (uv)|livs < C(llulles|lulles + [lulls [lull es). (5.4.1) 


根据 空间 和 Vs 的 定义 , 为 得 到 双 线 性 估计 (5.4.1), 必须 首先 得 到 频率 二 进 局 
部 化 后 的 估计 


7 = E?) prs (EE(Arru* Arad) IIx, < Chk, ka, ka) Ae. ul x Aravl| x 


根据 支 集 性 质 , BEAR pe, (E) (Aku * Arv) EAO, ki, ko, ks 必须 满足 
| max(ky, k2, k3) — med(k1, k2, k3)| < 5. 


WK tiki, ko, ks 之 间 的 大 小 关系 , 可 将 频率 的 相互 作用 分 成 以 下 几 种 情 
高 x 低 一 高 ， 低 x 高 一 高 ， 高 x 高 一 低 ， 高 x 高 一 高 ， 低 x 低 一 低 ， 首 先 对 每 个 
情形 得 到 相应 的 估计 . 

利用 引 理 5.1.8, 定理 5.2.1 和 引 理 5.2.4 的 证 明 , 可 得 如 下 命题 . 


命题 5.4.1. 设 k € Z4, j EN, I cC REJI|S1, 则 


SS 


lAk)llepr SF Arl, 
Aa (w)llna nz, S NF A] 


Ax ls SŽ lF Aw] 
|A;C lrg rs2 IF A l 


现在 我 们 来 依次 处 理 频率 相互 作用 的 不 同情 形 . 对 于 双 线 性 估计 , 对 应 三 
个 频率 相互 作用 , 从 而 相对 简单 , 对 于 高 次 线性 估计 , 情形 更 多 一 些 , 但 是 这 里 
的 方法 很 容易 推广 过 去 , 例如 可 见 [52]. 读者 在 阅读 中 应 注意 把 握 分 情况 讨论 
的 基本 想法 . 


命题 5.4.2. (a) w Rk > 10, |k —ko| < 5, 则 


Ilr — €3) Nye (€)E(Bow * Arv) lx S| Aoull xo lór (5.4.2) 
(b) 如 果 k 2 10, |k — ko| < 5FL1 < kı <k-9, 则 


I(r — EN 1p.(E)E(Ap tu * Ap,0) Lx, L2] Ak ull x, likta 
(5.4.3) 
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证 明 . 为 了 符号 的 简单 起 见 , 在 证 明 中 假设 k = ko. 本 节 总 假定 


Ung = Pk(E) PI(T — ENA. 


首先 证 明 (a). 由 Xi 的 定义 可 得 


I(r = ©) lpn(E)E(Aou * Ako) S22 D>, 2-7? l|1p, , (vos * Vja) 
331,220 


类 似 与 引 理 5.3.2(b) 的 证 明 可 得 


k 
lL Dy; (Uoj * Uk ja )ll2 527 2091+32) /wo ll%,j2 2. 


因此 有 


Ir — E) pp (€)E(Aou * Agr) |x, S2* D> 2-4 IIL, , (wos * Vka) 
JIT1,72 之 0 


aa ie 
SlAovl xl An.ull x,. 


因此 (a) 得 证 . 
对 于 (b), 同样 利用 区 的 定义 可 得 


| 
7 过 0 


(5.4.4) 


由 文集 性 质 知 可 以 假设 在 (5.4.4) 的 右边 项 的 求 和 中 有 jwaz > 2k + ky — 10. 同 
样 可 以 假设 在 求 和 中 有 广 , Jo, ja < 10k, 否则 可 以 利用 引 理 5.3.2(a) 可 立即 得 到 . 
利用 引 理 5.3.2(b) 可 得 


y 2783/21 pp; (ua * Uk, jo) |l2 

j3,j1,j2>0 

s7 5, TI med i lelong 
jadi j2>0 

SW S E A A 
jmarž2k+kı—10 

es n 
Sr Agal lAo 


此 , 命题 得 证 . 
当 低 频 与 高 频 大 小 相当 时 , 我 们 有 
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命题 5.4.3. te Rk > 10, |k — ko] < 52Ak-—9< kı <k+10, WA 
Ilr — £) Tye, (E)E (Aku * Ag, 0) IIx, S 273*/4 [Aull x, lirl. (5.4.5) 
证 明 . 类 似 于 命题 5.4.2 的 证 明 , 我 们 假设 k = h 且 由 Xi 的 定义 得 


OA Oe A 
Ir = ©) ey (EE (Apu * Ano) S 2 >》 277 LD 5, (ada * Urjala 


jiz0 


(5.4.6) 


1 函数 的 支 集 性 质 知 可 以 假设 在 求 和 中 有 jax 2 3k 一 20, 象 前 面 一 样 我 们 也 
可 以 假设 广 , j2, ja < 10k. 利用 引 理 5.3.2(c) 可 得 


k —jı/2 
ae S 2 1p, 5, (tings pa) 
J1,92,J320 


SC So + SL + YL Jaminet u fallen gale 


ji=Jmax j2=Jmax j3=Jmaz 


:一 了 十 1 十 7 


对 于 7 项 , 很 容易 控制 , 这 里 不 详 叙 述 . 由 对 称 性 , R FREI, 将 它 分 成 两 
部 分 得 到 
1 
J2=Jmazx Ji SJ3 J2=Jmazx Ji ZJj3 
=I, + It. 

FIL, 先 对 力求 和 可 得 

了 万 区 `> 97j1/293k/495j1/2953/4 
j2=jmaz,jı SÍ3 


S 2 AAAren 
j2ž23k—20,j3>0 


os As 
S24 Akull x Aree xu 


lux, ja ll2llVk js 2 


对 于 772 有 


人 
J2=JmaxsJ1 2I3 
527/4] Aull ll Axool x - 
因此 , 命题 得 证 . 
接 下 来 考虑 低 低频 相互 作用 .一 般 而 言 , 这 个 相互 作用 在 多 数 情形 (如 果 
直 空 间 为 万 s) 都 是 容易 控制 的 . 


初 


—= 


— 
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命题 5.4.4. 如 果 0 < ky, ko, k3 < 100, 则 


I(r By pr (EE Ano * Arg?) Xp, SA x lArsvlxis. (5.4.7) 


证 明 . 由 Xi 的 定义 可 得 


| 人 


jiz0 


由 函数 的 支 集 性 质 知 要 使 1p，, (wzjy * uks 思 ) 不 恒 为 0 必须 满足 ljzaz — jmed| < 
10 或 者 jaz < 1000. 由 引 理 5.3.2(a) 立 即 得 


I(r = E) pr (EJE (Akat * Aka V) || Xe, SAradl x | Ansv lx,» 


因此 命题 得 证 . 
对 于 低频 的 相互 作用 , 事实 上 我 们 很 容易 可 以 证 明 一 个 更 强 的 结论 . 


命题 5.4.5. 如 果 0 < ky, ko, ks < 100, MA 


Ir — ©) tpr (OE(F Wt) Ary] * Arao) xp, SArul rerl Arolle: 


证 明 . 由 Xj 的 定义 , Plancherel 等 式 以 及 Bernstein 不 等 式 得 到 


Mr = E) pp ECF WW Aru] * Aes) IX, 
S 2 >》 2-8 b(t) Au Arolle SllAne eller l Arle, 


j320 


因此 命题 得 证 . 
最 后 一 个 情形 是 高 高 频 相 互 作用 . 容易 看 出 这 个 情形 在 负 正 则 性 的 问题 
让 是 比较 坏 的 , 因为 s < 0 时 如 果 w,wv 集 中 在 很 高 的 频率 则 jul|ss, ollzs 都 很 小 . 


命题 5.4.6. (a) w Æk > 10 且 |k 一 kz| < 5, WA 
I(r = E) yo (€)é (Agu * Apsv) xos R27 3%/2|Axul x, | Ag Yl x,. 


(b) w Rk > 10, |k — ko] < 5, UBL < kı <k-9, MA 


Kan, 3k L k 一 一 一 
Ir = E) pie (EE(Apu * Ap) IIx, SQ + 27H )|Apallx, Eroll 
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证 明 . 首先 证 (a). 不 妨 假设 = 及 且 由 定义 知 要 证 明 的 不 等 式 的 左边 项 小 
ce 


0 
DY | (5.4.8) 
k3=—00 IJ1,72,73>0 
上 式 关 于 ks 的 求 和 分 成 k3 < 一 10k 和 ks > 一 10k 两 部 分 , 只 需 考 虑 ks > 一 10k 
时 的 求 和 . 类 似 地 , 又 只 需要 考虑 j,j2,j3 < 10k 时 的 求 和 . 考虑 最 坏 的 情 
形 |j3 — 2k — k3| < 10. 利用 引 理 5.3.2(b) 得 


Ilr — E) po (€)E(Anu * Apv)l|xo 


0 
0 
k3=— 10k j1,j2>0 


Sk27%/2] Ap ullx, |Ako] (5.4.9) 


因此 (a) 得 证 . 
现在 证 (b). 同样 假设 k = ko 且 由 定义 知 


I(r — Py pr (OE (Anu * Aro) S2 》 PLD, + (wna * Veja lo. 
ji20 


(5.4.10) 


| 支 集 性 质 , j jmaz 之 2k + ky — 10. fal FY BAEC Be He FM P ja, J2, J3 < 10k. 
我 们 将 分 控制 (5.4.10) 的 右边 项 . 情形 一 是 在 求 和 中 六 = jma 利用 引 


k 91/2 
m i 
J1,J2,j329 


< gka > 5. 27i1/29=k/29=k1/29(j2+33)/2 uy j llolluk jll 
jie2k+k1—10 j2,j3>0 


~~ Sie, 
SS2 | Akull lór: 


情形 二 是 j = jma, 在 这 个 情形 之 下 有 更 好 的 特征 函数 乘 子 估计 . 利用 引 
理 5.3.2(b) 可 得 


k 一 六 /2 
a YO APL, j + (Wings * Vk ja)ll2 
91.J2,9320 


sa Y NO iakat)? up js [lallvielle 
j2>2k+kı—10 jı ,j3>0 
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Sk2 9k /2 Akull Any xp, 


其 中 在 最 后 一 个 不 等 式 利 用 了 六 < 10k.， 由 对 称 性 ， 最 后 一 个 情形 js = 加 az 
与 情形 jo = 加 az 一 样 ， 因 此， 命题 得 证 . 
现在 用 得 到 的 这 些 命 题 来 给 出 严 * 中 的 双 线 性 估计 . 
定理 5.4.7. 固定 s € (—3/4,0]. WV s <o <0, 存在 常数 C > 0 使 
EV u,v € FOR 


[Owo) ye < C(|ulles|lvllee + lvll eellull eo). (5.4.11) 
证 明 . 由 定义 可 得 
JAx(ur) = >, PIT — EN ong OEG DON, 


k3€Z+ 


将 u,v 二 进 制 分 解 可 得 


I(r = €3) pr (JECT FIL x4, 
SDE We & or (EEEk * Beso) Ixy: (5.4.12) 
ky ,ko€Z4 
FH PRI ICY Sc SEE IE FT 43 kmar = kmed| < 5. 1 对 称 性 可 以 假 Zk S k2. 将 上 式 
中 的 求 和 分 成 四 个 部 分 可 得 (5.4.12) 的 右边 小 于 等 于 


(> D> Nr = E) pr (€)E (Ae, * Ano)ll xu ， (5.4.13) 


j=1 kı,k2€Aj 


KHPA; j= 1,2,3,4 如 下 定义 


41 一 {ko 之 10, |k2 = k3| < 5, ky < ko = 10}; 
= {kə > 10, |k2 一 k3| < 5, k2 一 9 < kı < ko + 10}; 
43 = {ko > 10, |k2 — kıl < 5, k3 < kı — 10}; 


Ag = {ki1, k2, k3 < 100}. 


因此 ，(5.4.11) 则 立即 由 命题 5.4.2-5.4.6, 条 件 -3/4 < s < 0 以 及 离散 形式 
的 Young 不 等 式 得 到 . 
有 了 这 个 双 线 性 估计 ， 结合 玉 度 变换 个 变性 (5.3.19), 同样 可 以 证 明 KdV 方 
FETEHS(s > -3/4) 中 的 局 部 适 定性 .从 定理 5.4.7 的 证 明 中 可 以 知道 ，s 


- 118 - 第 五 章 非 线性 色散 波 方程 解 的 低 正 则 性 问题 


一 3/4 的 条 件 来 源 于 命题 5.4.6(a). 因此 为 考虑 端点 情形 s = -3/4, 自然 会 问 定 
理 5.4.7 是 否 对 s = 一 3/4 成 立 ， 即 命题 5.4.6(a) 中 的 界 能 否 改 进 到 2-3*/2? 很 遗 
R, 下 面 的 反例 说 明 , 这 样 的 改进 是 不 可 能 的 . 这 一 个 反例 是 由 N. Kishimoto 
[96] 利 用 文 [123] 中 的 方法 给 出 的 . 


命题 5.4.8. to Rk > 200H|k 一 ko| 过 5， 则 存在 u,v € F/F 


I(r — E) po (€)E (Agu * Aj) |Ixo2 log(k)2- 7 Aull x Aig ll x, (5-4-14) 


证 明 . SN = 2*, 选取 m © RN 足够 大 且 满 足 2m < N12. 对 j =0,1,---,m, 
fe MRF C 及 ?是 平面 上 一 个 平行 四 边 形 区 域 , 四 个 顶点 为 


(7,£) = (0,0), (1,0), NAFLI IN T (2 IN A, 


PRES R; := ((N + 2N"), N + 2 N1?) + RO 选取 


m 
î=0= N} X’ajlR uR) 
j=0 


其 中 aj 是 大 于 0 的 实数 . AAAI" R,; C {(7,€) : |7 — | < 10}, 因此 得 


m m 
N] Akull Arala ~ N? SIN 342) oR ~ > ai. 
= 


男 一 方面 , 注意 到 对 1 < j mA 


1R; * Leo Z1Ryl1 0) gor ~ 2 HN /I eo i (5.4.15) 


其 中 


(79), €9)) = ((N + HN TM) N + 2# NY?) — (N+ N M2)3,N + NOM), 


因此 得 |(r 一 各)-1go0(&)EApu * Ay, || x, KF EF 


S 2 Plor- C)po(QE(N > 2/7 a5 1R,) * (Naol-ro)llz2. (5.4.16) 
j'=0 j=1 
1(5.4.15) 得 (5.4.16) 大 于 等 于 


Nao 》 2-02loz(r 一 名)po(95 > 2 -72ajlroeo)_Uamlzz.(5.4.17) 
j/=0 j=l 
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容易 看 出 如 果 (7,€) < (7), EO) - 1/2Ro G > 1), WAJE ~ N12 县 |r| ~ 
2i N3/2, 从 而 知 (5.4.17) 等 价 于 


N3/2a0 520,25 3/2095" 2FP lou (7 — E?) polE)E2 I a10) 00) 1/28 | za 
~ N3 ag Om (29.N8/?) 1/299 N-1/29-9/2a5| ROI? ~ ag Dopey Oy. 


选取 oj = 1/(i +1), 命题 得 证 . 

上 述 命 题 表明 , 当 s = -3/4 时 , 无 法 直接 使 用 下 结构 或 者 X52 结构 来 得 
到 KdV 方 程 的 局 部 适 定性 . 从 前 面 的 讨论 知 , 问题 只 出 现在 低频 部 分 Pxow 的 结 
构 上 . 但 是 幸运 地 是 , 采取 一 个 新 的 低频 结构 , 能 够 弥补 命题 5.4.6(a) 的 对 数 发 
散 . 在 低频 时 采取 如 下 结构 : 


llullxo = llull rz rg- 


polt) Aoull x SI Aoull xo- (5.4.18) 


MA Tid X E AY 1K on 28 Pg ES HY i eB), 但 是 在 另 一 方面 我 们 得 : 对 任意 
Wl<q<woWlk2<r<owof 


1Aoullzg cence et, por llAoullzzr (5.4.19) 


对 一 3/4 < s <0, 定义 工作 空间 


De . 
ltl<T 


Fe = {u € S'(R’) :ul 多 = DO 2 len ©) Full, + Boul, < oo}. 
k>1 


设 T > 0, 定义 时 间 局 部 的 空间 F(T): 


lull Esr) = t Aw re +| — Ao)wllzs, w(t) = u(t),t € [-T, T]}. 
接 下 来 我 们 证 明 KdV 方 程 在 s = -3/4 时 的 局 部 适 定 性 . 

定理 5.4.9. 假设 s > -3/4 且 $ € H°. N] 

(a) FEM. 存在 时 间 卫 二 了 (|luol|py-3/4) > 0 和 Cauchy 问 题 (5.3.1) 分 布 意 
义 下 的 解 以 满足 


u € F*(T) c C([-T,T]: H°). 


(b) 唯一 性 . 解 映射 97 : uo > UREA RAH? > C([-T,T] : 再 se) 的 
唯一 延 拓 ， 
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(c) Lipschitz 连 续 性 ， 对 任意 的 及 > 0, 映射 uo > u 是 从 {uo € Hs : 
uollgs < R}ZIC((-T, T] : 万 *)Lipschitz 连 续 的 . 
(d) 继承 性 . 如 果 还 有 wo E HHO > s, Mu e H. 


现在 简单 阐述 一 下 构造 户 :的 主要 想法 , 基本 的 出 发 点 是 考虑 es 中 的 双 线 
性 估计 : 


上 Beeuojlws < Cllulles|lolles. 


从 前 面 的 讨论 知 , 这 个 双 线 性 估计 在 s = -3/4 时 是 不 对 的 , 因此 不 能 用 下 ;来 直 
接 构 造 压缩 映射 . 如 果 我 们 仍然 希望 用 压缩 映射 原理 来 构造 s = -3/4 的 局 部 
解 , 那么 需要 构造 新 的 工作 空间 FF-3/4, 当然 3/ 必须 满足 


FP-3/4 c OR : H-3/4). 


由 KdV 方 程 (5.3.1) 等 价 的 积分 方程 


t 
ME ET; Í St- So tds. 
0 
将 它 时 间 局 部 化 


u = p(t) S(t uo + Cv(t) f S(t — s)0,(u*)(s)ds, (5.4.20) 


其 中 y(t) = polt). ELA FT,, (ww) 为 (5.4.20) 的 右边 项 ， 做 迭代 


uD = Te 


因而 得 到 一 个 序列 {wu 中 }， 如 果 能 对 (5.4.20) 在 -3/4 构造 压缩 映射 EL wo 
足 laoly ao 之 1, 则 序列 fu 中} 在 CR : 万 -3/4) 中 收 伊 ， 所 以 一 个 基本 的 
必要 条 件 是 


ut € C(R: H74), vneN. (5.4.21) 


PE BRIENTA Lu) | REA HE (5.4.21). 对 n = 0, 1 时 , 显然 
Au uw) c C(R; H~3/4), 这 是 比较 平凡 的 . 然而 n = 2 的 情形 就 体现 了 很 本 
质 的 东西 . 现在 考虑 n = 2 的 情形 . 根据 定义 有 


ul?) = o(t)S(t)up + C(t) / S(t — s)0,(S(s)uo - S(s)uo)ds. 
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需 分 别 证 明 (T 一 Ao)(u) € CR; H~3/*) HAo(u?) € C(R; L). 首先 考虑 
, 注意 到 


a >o 
= 
Okt 
F 
+> 


sofas s)uo - S(s)uo)ds 
ofsa JeDa pedel ads: 


容易 验证 对 任意 s € RA 


II(s/2)S(s)uollesSlluoll a, 


从 而 利用 频率 二 进 局 部 的 双 线 性 估计 以 及 命题 5.1.7, 可 得 对 k e NA Arlu) € 
Xk C C(R; H-3/4), 

对 低频 部 分 , 我 们 不 能 类 似 得 到 Auo(lwlt2) E Xo, 因为 有 一 个 对 数 的 发 散 . 
通过 计算 可 知 


F iye) f Si WA A 


= wm | ete f et Ap uo (Ere? Ap, vo (£2)ds 
0 €=€1+&2 


三 1 e-e- 
= ¥(t)mo(§)e a ei, 8-8-8 Ap, to (1) An, 0 (E2) 


:= F(T) + Fa (II). 


因为 在 超 平面 E = 6& + EAE 一生 一 总 = 3&&1é2, 从 而 得 


F,(I) = Ypo lE iz . eee oe) 


所 以 利用 定理 5.2.2 可 得 


Ax, to (E1) Ag, v0 (E2) 
E=Ei +2 


< C2732] luo||z2llvollz2. 
Lè 


I 2 1 co < C 
Hla ee 


关于 第 I 项 有 


eit(€3+83) 


FID) = Wt)polé) | Ky, tio (61) Bagi (E2). 


ce 38182 
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所 以 利用 定理 5.2.1 得 


K 3 
ZT llz2 rg Olle Oz Ar uo- e287" Ags voll 2 Le 
bene 3 a— 
<Clle Oz Ar uolls re lleaz Az, voll za. 


<C2 3 /2 vol allvoll 2. 


因此 , RANEH T Aou) € LLY. 


接 下 来 考虑 nm > 3 的 情形 ， 对 于 n > 3, 是 否 仍 然 有 (T 一 Ao) (u™) € 
FS HAo(u™) € LLP? 我 们 有 下 面 的 命题 . 


命题 5.4.10 (Xo 估计 ). ki 一 ko| <5Hk, 2 10. MI Fu, v e POA 


_3&1 | 大 一 二 一 
S2 [Ar ull x,, Arul: 


lve i "SE EE aeatalds 


LR LP 
证 明 . 记 Q(u,v) = (t) fi, S( (t — s)Aodz[Az,u(s)Axv(s)]ds. 通过 直接 的 
计算 可 以 得 到 


w(r —7') WT — £) 


7 


x we Apu (€1, 71) Aggv (£2, T2). 
€=61+€2,7/=71472 


F [Qu v)] 


polé)ig 


固定 5 E R, KESFET := {E = é + é T 二 十 2} 按 如 下 方式 分 解 


Peele }AT; 

Ts ={|€| > 27% ri — E| K3. 2M /€|,¢ = 1,2} NT; 
Piia a= G82 RENAT 

Tg ={|g| > a= 123-2" AT. 


从 而 可 得 


F Lue . f S(t — s)Aodz [An al) Ameo) (€,7) = A +... + Ag, 
0 


A; =c | P(T a p(T E ali f Ak U(1, T1) Ag, U(E, T2)dT 
R r; 
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5 计 . 利用 命题 

(7! £3) plie L Re E 
1 


5.4.1 以 及 命题 5.1.7 (b), 可 得 


首先 考虑 和 1 的 但 


Xo 


IF (A )llz2z S 


HFED AJE 2, 从 而 可 得 
(r — Bly (Eig f Aer Ge 


s 2, AT 3 Moga Gaat ale 
ji 20,j220 


k3<—2kı +10 7320 


Xo 


利用 (5.3.6) 可 得 


ls .ie 


k3<—2k1 +10 7,20 
-stu Kell x, [Ke 
S279" Ag, ull x Arul x, » 


导 到 控制 |. 


从 而 第 41 项 得 到 控 人 
接 下 来 考虑 第 43 项 . 类 似 41 的 控 


IF Alps -EOE En El T) 
43U44 


= k 
S > 2 2 >, Des ss f (Ukija i Vka,j2 ) | .2 


J1,J220 
— €3|23|€€162]. 


= 


制 , 利用 命题 5.4.1 以 及 命题 5.1.7(b) 可 得 


Xo 


k3<0 j320 


1 对 称 性 不 妨 设 | 克 


显然 可 以 假设 在 上 述 求 和 中 有 js < 10ki. 
利用 引 理 5.3.2(b) 可 得 
IF) A aks 952/295% ug, 5, [alles cella 
k3<0 j12k3+2k1—10,j2,33>0 
Sh 2-7" Aulla Arve xx, 
从 而 第 43 项 得 到 控制 . 类 似 有 44 的 控制 . 
现在 考虑 42? 的 估计 .从 频率 二 进 局 部 的 双 线 性 估计 知 这 是 主要 项 ， 通 过 
简单 计算 得 到 
t 
FT !(A2) = w(t) f e i(t— 9E oi f e 8(71+72) 
0 


x l Uk, (E1, TL) Uka (Ea, T2) dt dt2ds 
€=€1+€2 
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Uk (E1, 71) 一 Pa (61) 17,3} < 3-221 je] U(EL T1), 
Uka (E2; 72) 二 Pio (E2) 1 (|r e332 |e} U(E2, T2). 


通过 坐标 变换 7 一 7 一 a, T) =) — E3. 可 得 


六 (Ar) =v (the po (Oi cous fe “it fuser 


x o eit Uk, (€1, TI + 6 3) gist, Uka (9, T2 + é3) dt, dtods. 
E=E1 +2 


交换 积分 顺序 可 得 上 式 等 于 
34 ¢3_¢3 it(7 +7: 
pte yp oE Ka) Oe eo ee 
fig ARH + +e 
x Uk (E1, 71 + GP) UK, (E2, T2 + E3) dridry 
:= F HID) — F (II). 


对 于 第 7T72 项 ， 有 


1(11) = L We wat oef_ Uk, (£1, T1 + &F) Uke (Ea, T2 + E3) otis 
E=E1 +62 


Tmn- E +E +E 


x 


因为 在 积分 区 域 有 | 十 72 — E + E + G3] ~ |&&1&2|, 所 以 利用 定理 5.2.2 得 


lF) 


Uki (E1, 71 + ER Wha (E2, T2 + E3) 


< 
i E=E tE T+- E+E +E 


dt dt» 


2 
Le 


_ 3 二 一 — 
S272 [Ag ull x,, Arula: 


为 证 明 命 题 5.4.10, 剩 下 只 需要 证 
|F) ltr S23? | Pe tll xy, llPeullz 


将 I 荆 与 以 下 的 TH 做 比较 : 


, ; 让 (和 十 全 一 上 9) 
HIH) =v (te po(é)é f ere | aa 
( 1) ( ) pol ) a er —-84 8 +68 


X Up (&1, Ti+ E Uka (£2, T2 + £2) dT1d72. 
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对 于 IZ 项 有 


n= | BOE yen ep a2) Llejla} 
ett (SI +63) 
«fF FEF On)(G) dndn 
=é 一 38162 
其 中 对 ,7 E€ 及 为 参数 ， 记 


F(fn)(€) = Ba wlE, Ti +E), F(Grq)(E) = Amol, T2 + £). 


于 (事实 上 可 以 做 一 个 光滑 的 截断 代 蔡 ltld>Aj) V 和 > 0 有 


lF liesa Ful ra re Slul r, 


因此 根据 定理 5.2.2 可 得 


IFD gres f NSO SOI fnliareandn 
S f ISO alzare S(O fnliare adnan 


S27 P Arul liall 


= 


ORE ITS FS BFE hl. 
为 证 明 命题 5.4.10， 可 知 只 要 再 证 


| F(T — Th) sr Poul ll Pea tll x: 


因为 在 积分 区 域 有 |7i| < 2?1|€|, i = 1,2, 所 以 在 超 平面 上 有 


Oo 


1 1 = > 1 (e) 
mtm-@+G+Ee -EOF — seiko \ KAG 


这 样 可 得 


多 (7 万 一 7) 


Oo 


_ it(T1 +72) : — 2) 
Wt) po(é)E i. e 人 2 BEE Eo (Gee 


x cM TD ay. (€1, Ti + £3 ) Up, (£2, T2 + é3) dT1d72. 
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则 性 问题 


SS 


RY ASH — AFF ETA, {on (E) FRO 3 BEANE ETA FRE, 得 


HIR — II) 


D9 Í, eit(1 +72) > (tet) y,,, (与 
n=1"R 


2*3>>2-2k1 max(|71|,|72|) 


dT1dT2 


x | (Bee) set Sa Gate 
é=ti tea \ SEELE 36162 


将 它 重 新 写成 如 下 形式 


HID — II) 


Lie SL ED EE) 
n=1 


2'3>2-2k1 max(|71|,|72]) 


dt dT» 


x 2—nks (3 + 2) Upi (E1, TL + GP) Ube (E2, T2 + E) 
E=E1 46 \ 3E1E2 3E1 £2 


AH Xk (€)(E/243) ÆR LALO MRF, PEARL AT 


[7 ee 


R? kg 2- > max(|71|,|72|) 
Ty F (fri )(&1) F (Gro) (E2) 
€=E1+€2 


Ti dt dT. 
3€7 人 +1 


L2Le° 


利用 定理 5.2.2 以 及 对 ks 求 和 可 得 对 某 个 M > 1 


| Fh eo 


< > Cla + To|"2 eno 
243 六 2 一 woe max(|71|,|72|) 
x LF (fi) 2 F (gr )llz2dridr 
OO 
DI E Ta 
n=1 


se iia 
= Baas 


ov 可 以 在 低频 采取 芒 L>Y 的 结构 , 因为 L? LY 比 Xo 更 弱 ， 
所 以 自然 问 这 个 结构 是 否 仍然 可 以 控制 高 低频 相互 作用 . 我 们 有 如 下 命题 : 


85.4 KdV 方 程 在 了“3/4 的 局 部 适 定性 - 127 . 


命题 5.4.11. w Rk > 10, | 一 | <5, WE SHu,v € FP 
I(r — Etor (E)E(Bow * AbollxsSllAoullzazzllAeozllx (5.4.22) 
证 明 . 不 妨 假设 4 = ko. 由 XX 的 定义 得 


Ir — €) "pp (€)E(Aow * Apo) lx S2 >》 2°79? ||Aou * Abazllzz _- (5.4.23) 
j20 


由 Plancherel 等 式 和 命题 5.4.1 得 到 


kaw 大 ~ k A.) 
2 |[Aow * Agsullzz <2 NAoul z2r Arul re ?SAoul raz || Anull xy. 


因此 命题 得 证 . 
接 下 来 证 明 一 个 关键 的 双 线 性 估计 , 将 用 来 证 明定 理 5.4.9. 对 u,v © FR 
们 定义 双 线 性 算 子 


B(u, v) = vea f S(t —7)Oz (2h?(r)u(r) -u(r))dr. (5.4.24) 


考虑 如 下 的 积分 方程 


二 f S(t — r)ðs(Y?(r)ulr) -ulr))dr. (5.4.25) 


为 了 对 方程 (5.4.25) 使 用 压缩 映射 方法 , 所 有 的 事情 归结 为 证 明 算 子 的 有 界 
性 B: FS x FS > F”. 


命题 5.4.12. 假设 -3/4 < s <0. 则 存在 常数 C > 0 使 得 
|B(u, os < C (lull es [ull para + [lull ps4 llvll ps) (5.4.26) 
对 任意 的 u,v E 都 成 立 . 
证 明 . 由 下 的 定义 得 


|B(u, ol, = AoB(u, ol, + >, 27 lor (€) FLB (u,v)) NS - (5.4.27) 


ki 之 1 


首先 考虑 (5.4.27) 右 边 项 的 第 二 项 ， 对 u,v 做 Littlewood-Paley 分 解 我 们 得 至 


| 


lor (多 [B(wox Do lyr (EFB (Aru), Ara (W) (5-4-28) 
k2,k320 
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1 命题 5.1.7(b) 得 (5.4.28) 的 右边 项 小 于 等 于 


SO [lr — Eor (OV Anu * VOD”) Nx, (5.4.29) 


k2,k320 


1 对 称 性 可 以 假设 在 (5.4.29) 中 有 ko < kg. 只 要 证 


—— 1/2 
p eet >, Kr- PT o (Ov A Anola] ) 


kı21 k2,k320 


Sllullzs/4|lullzs- (5.4.30) 
WRkmax < 20 则 利用 命题 5.4.5 得 到 (5.4.29) 小 于 等 于 


> Arul Lo 22 Ansell ze r2, 
Rmax <20 
1 此 推出 界 (5.4.30), ALA TEX PT IBF A |Agul|poor2Sl|Anullx,#k > 1, 
H||Axull re r2SllAnull x, Fk = 0， 现 在 假设 在 (5.4.30) 中 有 Rnaz > 20, WA 
三 种 情况 ， 如 果 | 操 一 k| < 5,ko < ky — 10, 则 利用 命题 5.4.2 (a) 若 hp = 0, 
All(b)#ko > 1; 如 果 | 嫩 一 ka| < 5,kı —9 < ko < kg, 则 利用 命题 5.4.3; 如 
Rl ko 一 ks| < 5,1 < kı < ko 一 5, 则 利用 命题 5.4.6 (b). 因此 (5.4.30) 得 证 . 
为 证 明 命 题 5.4.12， 只 要 再 证 


Blu, vx, < Cullasllvl p—s/a + lulla-asllvl zs). (5.4.31) 
对 wv 做 二 进 分 解 得 


Bu, Vlz < >, NB(Aku, Arv)lg 


k2,k3>0 


如 果 max(k2, k3) < 10, 则 由 命题 5.4.13 和 命题 5.4.5 得 到 


|B (Arzu, Axrav)l zo Sll Akull 12 Aravl ne 12: 


1 此 推出 (5.4.31)， 如 果 max(k2,k3) > 10, We Alka 一 ks| <5. 从 而 利用 
命题 5.4.10 我 们 得 到 


|B(u, v)Ilx, < `> 2732/2] F (Akat) | X45 | F(Arsv) x, 
|k2—k3|<5, ko,k3>10 


llull a-s llull ia 


1 此 推出 (5.4.31). 命题 得 证 . 
类 似 于 命题 5.1.7(a) 的 证 明 , 且 应 用 引 理 5.1.8, 很 容易 证 明 如 下 命题 . 
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命题 5.4.13. 假设 sE 月 以 及 由 EH’. MEER > 0 使 得 
IVES Elle < Clldllas. 


为 了 证 明定 理 5.4.9, 我 们 需要 如 下 的 双 线 性 压缩 映射 原理 , 它 的 证 明 很 容 
易 , 留 给 读者 思考 . 

引 理 5.4.14. i&(X, || ||) 是 一 个 Banach 空 间 , || .| 是 其 上 的 范 数 . RAB: 
XxX 了 对 一 外 是 一 个 双 线 性 算 子 满足 


[B(x1, 7x2) < nrillllz2ll, Vz1,z2 € X, 


则 对 任意 的 y © 久 且 满足 4m|lyl| < 1, Fr = y + B(x,X) 存 在 一 个 唯一 
Ata E XBA |El < gp. 


用 引 理 5.4.14, 命题 5.4.12 和 命题 5.4.13, 则 得 到 方程 (5.3.1) 在 t € [-T, TIA 
解 u 使 得 ||ulls-3/s(r) < Ceo. 因此 定理 5.4.9(a) 得 证 , 定理 5.4.9 的 其 余部 分 皆 可 
类 似 得 到 . 
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在 前 两 节 , 我 们 讨论 了 KdV 方 程 的 局 部 适 定性 , 应 用 压缩 映射 原理 构造 
了 KdV 方 程 的 局 部 解 . 在 这 一 节 我 们 主要 研究 如 何 把 局 部 解 延 拓 到 时 间 全 局 ， 
即 对 任意 的 时 间 > 0, KAVE B Et € [一 7, 了 存在 唯一 解 ? 这 就 是 整体 适 
定性 所 说 的 内 容 . KdV 方 程 (5.3.1) 是 一 个 完全 可 积 系统 , 因而 有 无 穷 多 个 守恒 
律 , 利用 这 些 守 恒 律 可 以 得 到 先 验 估计 : 如 果 w 是 KdV 方 程 (5.3.1) 的 光滑 解 ， 则 
对 任意 的 时 间 k c NU {0} 以 及 任意 的 时 间 T > 0 有 


le(t) lla» < CT, luola), Y t€ [-T,T]. (5.5.1) 


利用 这 个 先 验 估 计 以 及 前 两 节 得 到 的 局 部 适 定性 , 从 而 立即 得 到 如 下 结论 : 
KdV 方 程 在 H* 中 整体 适 定 , 其 中 ke N U {0}. 对 比 局 部 适 定性 的 结果 , 自然 会 
问 当 s € [-3/4,0) 时 KdV 方 程 在 五 ;中 是 否 是 整体 适 定 的 ?此 时 , 没有 负 正 则 性 
的 守恒 律 可 以 用 , 从 而 不 能 直接 得 到 整体 适 定 性 , 工 方法 正 是 研究 这 样 一 类 问 
题 的 有 效 的 方法 , 是 由 J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka, FUT. 
Tao[30] 在 Bourgain 的 频率 分 解 技巧 [17] 的 基础 上 发 展 的 . 

现在 来 简单 地 介绍 一 下 I 方法 的 基本 想法 . 首先 回顾 (5.5.1) 中 = 
的 推导 . 在 方程 (5.3.1) 的 两 边 同 时 乘 以 w, 然后 关于 空间 变量 z 积 分 可 得 


© (lull) = 0 
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从 而 得 到 了 大 = 0 的 情形 . 对 于 k = 1 的 情形 , 可 知 如 下 的 式 子 


$ Ola) =0 


是 不 成 立 的 , 原因 在 于 量 | 人 的 ||za 不 能 开发 方程 的 结构 . 自然 地 想 , 是 人 否 存在 这 
样 一 个 与 解 u 相 关 的 量 Q1(w(t)) 满 足 


d 
Qi(u(t)) ~ Ola gle) = 0. 
如 果 能 找到 , 则 可 得 YV te 以 


lu Dl ~ QUEI = 181) NS luolla, 


此 即 k = 1 的 情形 . 现在 我 们 知 这 样 的 量 是 存在 的 , 例如 可 取 


i 2 — Šu? + Ove. 


事实 上 , DAQUE) = 0, 只 需要 再 证 Qi(w(t)) ~ ut) EIT. 由 Gagliardo- 
Nirenberg 不 等 式 有 


5/2 1/2 
lulls Slul usli. 


再 利用 不 等 式 


a? bI 
Bt ee a a 


且 取 v = 4 得 
10/3 4/3 
o Blu usle 3lluollz 和 llall22 lus? 
lull? < | < 十 
L 4 4 4 4 


因此 取 C = |luol| 红 就 满足 要 求 . 

根据 这 个 想法 , 对 于 一 般 的 古 * 范 数 , 我 们 同样 需要 去 找 这 样 的 一 个 
EQ (ult), 它 具 有 类 似 Qi(wu(t)) 的 性 质 , BERNAR Ult) EEFE 
Es < 0 时 是 不 可 能 的 , ATRE UAK ERE. 如 何 构造 Qs(u(b)) 以 
及 描述 ”增长 缓慢 ", 在 I 方法 中 对 此 做 了 系统 的 研究 . 
给 定 m : RE  C 是 一 个 函数 , 称 m 是 对 称 的 是 指 : 


= 


m(é1,: wa , Ek) = m(o(f1,° a »€k)) 
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对 所 有 的 oc E Sp, 其 中 Sk 是 k 个 元 素 的 置换 群 . 函数 m 的 对 称 化 是 指 : 


[mlsym(é1, 82; S) = Tr DDE a (£r, E2; Ek) )- 
OESE 
对 给 定 的 函数 m, 定义 一 个 作用 在 k 个 函数 上 wi,… ,vk( 这 时 称 m 是 大乘 子 )k- 
线性 泛 函 : 


Mnu) f mE ENTE EE. 


通常 将 Ax 作 用 到 k 个 相同 的 函数 w， 为 了 方便 , Almu, , uf ERAM). 
由 测度 的 对 称 性 知 Ak(m) = Ag ([r]eym). 由 KdV 方 程 (5.3.1) 可 以 直接 验证 如 下 


命题 : 


命题 5.5.1. 假设 U 满 足 方程 (5.3.1) 且 m 是 一 个 对 称 的 函数 , 则 有 


at) = Ak(mhk) 一 hat (m(E1, + Ep 1 Ek + E41) (Ek + Sati), 


其 中 
= ilé + +---+@). 


下 面 引 入 工 算 子 的 定义 . hm: R 一 及 是 给 定 的 实 值 偶 函 数 , 定义 Fourier 乘 
子 算 子 1u 如 下 : 


Tu(é) = m(€)a. (5.5.2) 


E7(t) = |[Lullz.. 


TERE? (() PIN2 mn Lip. 由 到 是 实 值 的 偶 函 数 , “是 实 值 函数 ， 
利用 Plancherel 等 式 有 


Ej (t) = Aa(m(E1)m(2)). 


利用 命题 5.5.1 可 得 


$ BRE) = Nalm(€i)m{E2)ha) — iAs(m(E)m(é2 + &)(G + &)) 


因为 在 名 十 所 = OLAE? +E = 0, 从 而 第 一 项 为 0. 将 第 二 项 对 称 化 可 得 


L R) = Malie ME + &)(G + E)r). 
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记 
M3 (Ei, €2, €3) = —i[m(E1) m(E2 + €3) (£2 + €3) |sym- 


定义 新 的 修正 能 量 


E}(t) = E7(t) + As(03), 


其 中 对 称 函 数 cs 待 定 , 目的 是 构造 一 个 消失 性 . 由 命题 5.5.1 得 


EY) = A3(M3) + A3(o3h3) 一 SiA4(03(&1, £2 £s + &4)(€3 + E4)). (5-5.3) 
取 
03 = EA 


使 得 (5.5.3) 中 两 个 三 线性 项 消去 , 如 果 记 
Malë, En, 65, &4) = —iŽ [0a (E1, €, & + €a) (Es + Gleam 


则 


S EO = Au 


同样 地 再 定义 一 个 新 的 修正 能 量 


Ej (t) = E(t) + Aa(04), 


其 中 
__ Ms 
04 = ha” 
容易 得 到 
4 A(t) = As(Ms) 
ge ER 
其 中 


Ms(é1,...,€5) = —2ilo4(é1, €2, E3, E4 + E5) (€4 + £5) | our 


这 一 过 程 可 以 一 直 继 续 下 去 , 但 是 我 们 只 需要 修正 到 这 一 步 就 够 用 了 . 
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为 了 给 出 lullzs 的 控制 , 似乎 取 m(é&) = (86)* 比 较 合适 , 然而 这 一 选取 , 我 们 
不 知道 如 何 控制 修正 能 量 的 增长 速度 . 基于 世 中 的 守恒 律 , 我 们 选取 乘 子 m 如 
F: m 是 一 个 光滑 的 侦 函 数 且 具有 形式 


pe | ty lS (5.5.4) 


NJE], 上 > 2N. 


容易 看 出 如 果 当 N > co 时 有 Tu -ww MTA TE fE REON Be Eé 
于 0 当 N 00, 那么 首要 关心 趋 于 0 的 速度 是 怎样 的 ?. 当 m 具 有 (5.5.4) 的 形式 
则 容易 验证 m2 满足 


m?(é) ~ m? (E) 如 果 |é| ~ I'l, 


(mY (€) = OF), (5.5.5) 
(m2)"(€) = oR) 


接 下 来 要 做 乘 子 Ms, Ma, M5 的 乘 子 估计 . 这 里 将 利用 两 个 平均 值 公式 : 如 
Finl IA] < JEU 


la(€é +n) — a(€)|SIn| a la'(€')|, (5.5.6) 


以 及 


lag + +A) -al +n) aE +A) +a(€)1SballAl sup la” 起 外 (5.5.7) 


这 两 个 估计 可 立即 由 微 积 分 基本 定理 得 到 . 

首先 来 看 Ms 的 估计 . 

命题 5.5.2. 设 m 如 (5.5.4) 所 示 , ARAE +é +é = 0,|&| ~ Ni} 其 
中 为 二 进 数 , 则 有 


|M3(£1, £2, E&3)| S max(m? (£1), m? (£2), m? (£3)) min( N1, No, N3). 


证 明 . 由 对 称 性 可 假设 Ni = No > Ns. WRN N1, 则 由 m 的 定义 直接 可 
得 . WRN: < Ni, 则 由 中 值 公式 得 


ma — m? (Ey + €3)(E1 + €3) + m (E)E < max(m’(€1),m’(€2)) N3. 
因此 命题 得 证 . 


为 了 做 M4 的 估计 , 我 们 先 将 乘 子 cs 从 超 平面 上 延 拓 到 整个 空间 上 以 便 应 
用 中 值 公式 . 
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命题 5.5.3. 如 果 m 上 有 具有 形式 (5.5.4), 则 对 任意 的 二 进 制 数 和 < /都 存 
在 go3 的 从 对 角 面 {十 包 十 6&3 = 0,|&| ~ A, |&2|, lés) ~ 人 至 整个 空间 的 延 
4241 (£1, E2, E3) € R3, él Sá À, |é&2|， |é3| A u}, 并 且 满 足 


| Oy OF? AF? 03(E1, €2, &3)| < Cm Au A P p th, (5.5.8) 


其 中 常数 C 不 依赖 于 A, p. 


证 明 . 因为 在 超 平面 上 {(&1,&2,&3) : E + é + é = 0} 
hg 一 1 各 十 全 十 号 ) = 3if1 £263, 
则 知 |4| ~ Ap?, 又 


M3(é1, €2, €3) = — i|m(E1)m(E2 + E3) (£2 + €3) sym 
=i(m? (E1)E1 + m? (£2)€2 + m?(E3)€3), 


分 情况 讨论 . WRA ~ u, 则 如 下 延 拓 cs 


i(m?(E1)€1 + m?(Eo)Eo + m?(E3)€3) 
37€1 £263 


容易 验证 满足 命题 要 求 . 如 果 和 K u, 则 如 下 延 拓 cs 


i(m?(E1)€1 + m?(Eo)Eo — m?(E1 + €2)(E1 + €2)) 
37€ 16263 


03(E1, €2, €3) = 


03(&1, E2, E3) = 


1(5.5.6) 和 (5.5.5) 得 (5.5.8) 成 立 . 
现在 可 以 给 出 o4 的 逐 点 估计 . 这 里 的 方法 是 由 作者 [57] 给 出 的 , 对 比 [30] 中 
的 方法 , 这 里 的 方法 更 有 一 般 性 , 能 处 理 一 类 对 称 性 没 那 么 好 的 色散 方程 , 但 是 
基本 的 想法 是 一 样 的 . 


命题 5.5.4. 设 m 有 具有 形式 (5.5.4)， 则 在 区 域 |&;| ~ Ni lE t Erl ~ Nin, # 
P Ni, Njk 为 二 进 制 数 ， 有 


[Ma(é&1, €2, E3, £4)| < m?(min(Nj, Njx)) 
[ha] ~(N +NN + No)(N + Na)(N + Na) 


(5.5.9) 


证 明 . 由 对 称 性 可 以 假设 Ni > Ne > Na > NM4， 因 为 Since & + & + £3 + 
&4 = 0, 所 以 有 Ni ~ N. PREN ~ MNN, AMAA, AAAIE| < 
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N 时 m2(€) = 1， 如 果 max(Niz, Nig, Nia) < Mi, Wés ~ é, & a i, X 
与 乍 十 名 十 名 十 名 = 0 矛盾 ， 式 子 (5.5.9) 的 右边 项 如 下 
m?(min(Ni, Njx)) 
Ni?(N + N3)(N + Na) 
HS fee AE: +E: + é +E 二 0 有 


ha = E3 + E + E3 + 64 =3(44+6)(44+8)(44+&), 


(5.5.10) 


从 而 得 
CMa(E1, E2, &3, E4) 
=[03 (£1, €2, €3 + €4)(&3 + €4) sym 
=03 (£1, €2, €3 + €4)(&3 + €4) + 03 (E1, E3, E2 + €4) (£2 + &4) 
+ 03(€1, 4, E2 + &3)(€2 + €3) + 03(€2, €3, E1 + £4)(€1 + £4) 
+ o3(£2, €4,€1 + E3) (E1 + €3) + o3(€s, E4, €1 + E2) (£1 + £2) 
=[03(€1, 2,3 + €4) — o3(—€3, —€4, &3 + €4)](E3 + £4) 
十 [as(6 £3, £2 + £4) — 03(—é2, Ca, Go + £4) (Co + £4) 
+ [03 (61, £4, 2 + £3) — 03(—é2, Gs, © +63) (£2 + £3) 
SINEN (5.5.11) 
将 分 情况 讨论 来 得 到 (5.5.9). 
情形 1. NAZ X. 
Æla. Ni2, Niz, Ni4 之 Ni 
对 于 这 个 情形 ， 直 接 由 (5.5.8) 可 以 得 到 
[Ma(é1, €2, €3, &4)| m° (Na) 


5.5.12 
[ha] ~ Ni Nə N; N4 ( ) 
情形 1b. Niz < Ni, NiaZ Ni, NuzM1. 
首先 考虑 项 7 的 贡献 .由 (5.5.8) 得 

I 2(min(Na, N: 

He a a) (5.5.13) 


|ha|~ MNN; N4 


齐 次 考虑 ITI 的 贡献 ， 如 果 NNi2 之 Ns3, 则 利用 (5.5.6) 和 (5.5.8), WRN < 
N3, 则 利用 (5.5.6) 两 次 和 (5.5.8), 可 得 
II. m?(N4) 


< . 
ha™~ Ni N1 Nı N3 


(5.5.14) 
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Th 


由 对 称 性 , 项 777 的 贡献 与 项 石 的 讨论 完全 一 相 
情形 1c. Niz <M, Nia < N，NI> NI， 
因为 Ma < Ni, Ng < Ni, WN ~ No ~ Ns ~ N4. 
首先 考虑 项 I 的 贡献 .由 于 


I =[03(€1, €2, €3 + €4) — 03(—€3, £2, €3 + E4 )| (£3 + £4) 
+ [o3(—&3, €2, €3 + £4) — o3(—&3, —E4, E3 + Ea)] (E3 + £4) 
=l + Ív. 


利用 (5.5.8), (5.5.6) 可 得 


I eit Ip em (Ni) 
|ha|~ |ha] [ha~ Nf 


Th 


MIT MRK SHIM sa E 
最 后 考虑 项 TTT 的 贡献 . 由 于 


ITI =1/2[03(€1, £4, 2 + £3) — 03(—é2, —&3, €2 + £3) 


o3(—€3, —€9, €2 + E3) + 03 (Ea, E1, €2 + €3)] (E2 + &3). 


利用 四 次 (5.5.7) 式 可 得 


情形 1d. Ni2< Ni, NZ Ni, Nia < Ni. 
这 个 情形 与 情形 lc 的 讨论 完全 一 样 . 
情形 2. Ni < N/2. 


&4| ~ Ni. 
情形 2a. Ni1/4 > Ni>N/2. 
因为 Ns < N/2AEs + £| = [i + &1ZN/2, BMLN32N/2. 
Ni2 和 N?， 则 分 别 控 制 (5.5.11) 的 六 项 可 得 
IMal .1 
|ha| ~ N2N3N’ 


情形 2b. Niz < N/2. 


易 知 在 这 一 情形 有 m?*(min(Ni, Njx)) = 1， 以 及 Nis ~ |€1 + &3| = |é + 


FH hal ~ 


(5.5.15) 
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由 于 Niz = Na < MW2 且 NM < N/2， 则 一 定 有 N3 «< N/2, and Nig ~ 
Nia ~ Nj. 


首先 考虑 项 7 的 贡献 . 因为 Ns, Na, N34 < N/2, Pr DA Fam AY ae SC a BY 
#03(—€3, 一 64， €3 + £4) = 0. All FA (5.5.8) 44 


上 < |o3(E1, €2, & 十 £4 )| < 1 
|ha|~ N? “NE 


(5.5.16) 


齐 次 考虑 TT 和 IT7 的 页 献 .因为 此 时 有 两 个 小 的 项 N3, Na, Ni? 出 现在 分 母 
会 带 来 麻烦 , 从 而 不 能 单独 每 个 项 而 必须 开发 两 项 中 的 消失 性 . 由 于 


IT + IT =[03(&1, £3, €2 + €4) — 03(—é2,—é4, €2 + £4) (E2 + &4) 
+ [o3 (£1, £4, £2 + £3) — 03(—€2, —é3,€2 + €3)| (£2 + Ga) 
=[03(£1, £3, E2 + £4) — 03(—&2, —E4, E2 + €4)|E4 
+ [03 (£1, £4, 2 + £3) — 03(—é2, —é3, £2 + £3)]é3 
+ [03 (£1, £3, £2 + £4) — 03(—é2, —é4, E2 + £4) 
+ o3 (£1, 4, E2 + E3) — 03(—é2,—é3, E2 + £3)]é2 
=J; + Jo + J3. (5.5.17) 


BRZE. BF 


[Al z Ilos (£1, £3, €2 + £4) — 03(—é2, —Ea, €2 + €4)]Ea| 
Iha] ` [hal 


(5.5.18) 


WRN? < N (此 时 有 Ns ~ Na), 则 利用 (5.5.6) 两 次 , 否则 用 (5.5.6) 一 次 
和 (5.5.8), 则 可 以 得 到 


四 < 
|ha| Ni 


Jo GI FE FENN, 现在 考虑 .3. HABEREN o> N35. 由 cs 的 对 称 性 得 


J3 =[03(1, €3, £2 + 4) — o3(—&2 — &3, £3, E2) 
+ 03(E1, €4, E2 + £3) — 03(—€2 — Ea, £4, €2) Eo. 


HH (5.5.6) 30 A Nio>N3 A 


Wl 1 
|ha|~ NY 
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可 题 


如 果 N1。 < N3, 则 Ns ~ Ni. 将 .重新 写成 如 下 形式 


J3 =|03(—é2, £3, 62 + €4) — 03(—é2, —é4, E2 + £4) 

+ 03(€1, E4, E2 + £3) — a3 (E1, —€3, E2 + £3)]é2 

+ [03 (£1, £3, 2 + E4) — 03(—é2, 3, E2 + £4) 

+ a3 (£1, 一 上, 人 + £3) — 03(—é2,—é3, E2 + £3)]é2 


=J31 + J32. 
用 (5.5.6) 式 立即 可 得 
[732| < 
Til Sar (5.5.19) 


Su 
问 
+ 
HY 


空 制 .731 . 因为 此 时 有 m2?(&3) = 一 m? (£a) =1, 从 而 得 


J31 =[03(—£2, £3, €2 + €4) — 03 (£1, —é3, E2 + &3) 
— 03(—€2, —E4, €2 + €4) + 03 (£1, &4, 2 + &3) Eo 
oom 2 (£2) + &3 + M? (Ea + Es) (Eo + Ea) 


— E263 (E2 + 64) $2 
—m? (£g)& — E4 + M? (E + E4) (Eo + 4) ¢, 
Eo€4(E2 + £4) 
$ m?(E1)E1 + £4 + m? (Eo + £3) (£2 + 8) ¢, 
EE (E2 + &3) 
m*(€1)€1 — €3 + M? (E2 + E3) (Ea + &3) ¢ 
—€€3 (E2 + E3) a 
注意 到 此 时 有 一 个 消失 性 , 因此 有 
i &3 + E4 —m?(€2)& + M? (Eo + E4) (E2 + 4) ¢ 
< E364 £9(&2 + £4) g 
| 8 + &4 m?(E1)E1 + m? (£2 + £3) (£2 + £3) 
Bh Alte) Poe 


将 (5.5.20) 重 新 写成 如 下 形式 
€3+é4 —m?(€2)é€2tm? (Eo+€4)(Eo+€4)+m 
2 


€3€4 


m2 
peat (E2 +83) (E2483) ¢, 


+&4 


+ mt + mE + &)(G + Slee + se le: 


因此 , 对 第 一 项 利用 (5.5.7), 对 第 二 项 利用 (5.5.6) 我 们 终于 得 到 
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从 而 命题 得 证 . 
从 o4 的 估计 立即 可 得 Ms 的 估计 . 


命题 5.5.5. 如 果 m 有 具有 形式 (5.5.4)， 则 


m2 (N45) Nas 


Mele ES | tN TF NN E NCN + NJUN + Nas) 


) 
sym 


其 中 
Nya5 = min( Ni, No, N3, Nas, N12, N13, N23). 


接 下 来 要 做 两 件 事情 . EE IE BE EET (t) SR Eee, 二 是 证 明 它 
和 修正 能 量 玉 (为 比 较 接 近 . 为 控制 f(t) 的 增长 , 只 需要 控制 其 导数 


SEO = As(Ms). 


命题 5.5.6. I C REJS. 50 < kı <... < ks Hky > 10. WA 


5(k aa +k3) 
<2 和 mi "TIIE; (ayil (5.5.21) 
j=l 


Tr. w;) (x, t)dxdt 


其 中 在 右边 do Rk; = 00) A Xg, RŽ Xk- 


证 明 . 由 H6lder 不 等 式 得 到 (5.5.21) 的 左边 项 小 于 等 于 


Tia (wi)llrsree, + lAr (wa) gor? Ars (ws) Le r2- 


对 于 | Am (wa) || n° 12 WR||Ars (ws) || zzz 我 们 利用 命 命题 5.4.1 即 得 控制 |. 
X F H] Ak (wi) ll 23 zæ FANT AT || Ar, (wi)l|r2 Lo 和 || Ax, (oillzazse, 用 插值 


tel tel 


定理 以 及 命题 5.4.1 可 得 . 


命题 5.5.7. HOS. 假设 m 如 (5.5.4) 给 出 且 s = —3/4, 则 


5 5 
f As (M5; 1 °°: vis) SN TT [Zul zoe): (5.5.22) 
0 
j=l 


证 明 . 根据 命题 5.5.5, 可 得 (5.5.22) 式 的 左边 小 于 等 于 


6 Nasm? (N45) 
>i>0 中 As (a +Ni)(N4 Nv N3)(N4 Nas) Fa mN) Fe ul, a , Pests) ae 
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SN TIE lvl mod 
其 中 Ni = 2" HS ASE < 1 以 及 仅 考虑 最 坏 的 情形 m2(N。ss) = 1. 从 而 只 
要 证 
Dk, „k5 20 


[0 As (T 1 (VEN JAN] ANA ms); Per Us , Ph ts dt 
SN TE lwll so) 
1 对 称 性 可 以 假设 Ni > No > Ns 以 及 Ns > N5 且 至 少 有 两 个 Ni 满足 Ni 之 N. 
[El ne HE hw (EFS || Ui | po S2||us|| po(g). 为 符 写 简单 起 见 , 仍 记 为 wi. 
根据 (5.5.4) 并 且 s = 一 3/4, 很 容易 看 出 HEN SN- 3/4(Ni)-L/4 以 及 


1 
aN ON NS 
m(Na)m(N5)~ = 


Noe iof As (Th NONE pss os) dt. (5.5.23) 


RN ~ NN, Na<No, 只 考虑 最 坏 的 情形 N1 > No > Ny > Ns > N3. 
1(5.5.21) 得 


v= 
o 


(5.5.23)<SN7 4 (N 1)7 5/4( Na)- 5/4(N. DENN, NUTT aa ull xg, 
Ni i=l 


5 
—15 
SN~4 | [Hullo (5.5.24) 
j=l 


剩余 的 情形 NM ~ Ns=N, MSN; 或 Ni ~ INV>N 可 以 类 似 处 理 , 从 略 . 
“FB SLs ERA OMEO EERE. 

命题 5.5.8. ILD me A Fourier F HF, 其 中 m 如 (5.5.4) 所 示 
Hs = —3/4. 2 


LEF (E) — BY SN Tu + Tulli- 


证 明 . ALA EF (t) 一 E? + A3 (03) + A4(04), 从 而 只 要 证 
3 
|A3(o3; u1, u2, u3)|S | Twollz>， (5.5.25) 
j=l 
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以 及 
4 
|A (oa; u1, u2, ug, ua) S | [ MO lze. (5.5.26) 
j=l 


我 们 可 以 假设 右 是 非 负 的 . 为 证 明 (5.5.25), 只 要 证 


3 
S J [lul (5.5.27) 


i=1 


A (mpa + m2?(é2)é2 + m?(E3)€3 
3 € Eoégm(E1)m(E2)m(Es) 

做 频率 二 进 制 分 解 , 可 得 (5.5.27) 式 的 左边 小 于 等 于 
3 A (“os + m?(£y)€ + m?(E3)&3 
Sal ON ahime )mE mE) 

WN; = 2. 由 对 称 性 可 以 假设 Ni > No > N3. 进一步 可 以 假设 Ni ~ MZN. 

分 两 种 情况 讨论 . 

情形 1. N3 < N. 

此 时 ms(Ns) = 1, 从 而 得 


(5.5.30)< > 


k,>0 


) U1, U2, us) 


; Ag, U1, Ak, Ua, Anus) ; 


(5.5.28) 


NS NS 
As a ) Akı ul, AkU2, Astus) 


SD las (N; N/N a ; Ap Agata, Aneta) |: 
kız0 


所 以 在 这 一 情形 只 需 证 


3 3 
> | Ny? [m € GEIST] Mell 
i=1 i=1 


定义 vi(7X), 它 的 Fourier 变 换 如 下 : 
RE =N ia Ui (E) Xen (E. 
H Sobolev ik A EHET fill vill .3Sluill 2, 从 而 应 用 Halder 不 等 式 可 得 


3 
一 1/2 A 

f NPJ ODRE) 

E&i +2 +63 =0,|é: ~N; j=l 


k,>0 


< > Nv YN, weI ios T] |u| rz. 


k,>0 
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从 而 在 这 一 情形 命题 得 证 . 
情形 2. N3>N. 此 时 显然 有 
一 3/4 Ar—3/4 
Ns N 
As 1/2 
Ni 


3 
Pus Pe Pa <II ||uil| z2- 
YET 


(5.5.30) 5° 


ki >0 
从 而 (5.5.25) 得 证 . 
接 下 来 证 (5.5.26). 只 要 证 


4 


S J [llull (5.5.29) 


i=l 


4 


人 
(ej OE 
做 频率 二 进 制 分 解 , 可 得 (5.5.29) 式 的 左边 小 于 等 于 


A = 

> CT 

WN; = 2%. 由 对 称 性 可 以 假设 Ni > Na > Ns > Na. 进一步 可 以 假设 Ni ~ 

NoN. 在 积分 区 域 有 
Freres: 
m(E1)m(E2)m(E3)m(Es) 

利用 Halder 不 等 式 可 得 


ji ed) 


; Ak U1, Aj, U2, Ags U3, Anaa) 


. (5.5.30) 


< l g N 
YEN + Ni)m(Ni)~ TTA, NM 


i=l >'i 


N73 
(5.5.30)< Š a yi all Antl Anull Aca tazee lAr ualle 


kiž0 Lli=1 4'i 


4 
S] [elle 
i=1 


所 以 命题 得 证 . 

现在 可 以 把 上 一 节 得 到 的 局 部 解 延 拓 到 整体 . 首先 需要 一 个 变形 的 局 部 
适 定 性 结果 , 它 的 证 明 与 上 节 中 的 证 明 类 似 从 而 咯 去 , 直观 上 可 以 这 样 理解 : 
MN = 1 时 对 应 s = -3/4 的 局 部 适 定性 , 当 N = oo 时 对 应 s = 0 的 局 部 适 定 性 ， 
从 而 可 以 想象 KdV 方 程 在 1 < N < oo 时 有 一 致 的 局 部 适 定 性 . 


命题 5.5.9. 设 -3/4 < s < 0. BRER AIl < 2eo 之 1， 则 
在 [一 1,1] 方 程 (5.3.1) 存 在 唯一 的 解 使 得 


|| Lu|| zoa) 和 Ceo, (5.5.31) 


其 中 常数 C 与 N 无 关 . 
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对 任意 给 定 的 wo € H-3/4A AT > 0, 我 们 的 目的 是 要 构造 [0, THAI AR. 
若 u 是 KdV 方 程 的 解 且 初 值 为 uo, 则 对 任意 和 > 0, u(x,t) = 和 2u(z/A,t/ 和 3) 也 
是 KdV 方 程 的 解 且 初 值 为 uo、 = 和 -2uo(z/ 和 ). 通过 简单 的 计算 知 


3 
Zuo allr LA 2° N~*||uoll ys. 
对 于 固定 的 N(N 待 定 ), 我 们 选取 A ~ NW 28 


pe lesah 


为 符号 简单 起 见 , RAJ iduy Au, wo, 为 uo, 并且 假设 7uollza < eo, HER 
是 构造 [0, 入 TI 的 解 ， 根 据 命题 5.5.9 可 知 存在 [0,1] 的 解 ， 只 要 去 控制 修正 能 
SE? (t) = ||Zu|2 BUTT. 

首先 来 看 87(t) 在 t € [0,1] 的 控制 , 我 们 将 证 明 7(t) < 4e2. 由 连续 性 方法 
不 妨 假设 B7(t) < 5e, 根据 命题 5.5.8 可 得 


Ef(0) = BE7(0) + O(6) 


P17(t) = EY(t) + O(e0). 


Et (t) < E40) CaN. 
所 以 
|Tu( Dis = EFC) + O(ed) <E70) +CeN + Ole) 
=e? + ON 15/4 + O(c) < 4e. 


因此 解 v 延 拓 一 步 , 从 而 可 以 延 拓 到 t e [0,2]. 这 样 延 拓 MM 步 , 可 以 得 到 对 t E 
[0, M 十 H] 有 


Ev(t) < E7(0) + CMN TIA, 


只 要 MN-15/4<1, 因此 有 


E?(M) = E}(t) + O(e) = e2 + Ol) + CMNT < 462. 
从 而 可 以 将 解 延 拓 到 t € [0, N15/4]. 由 于 选取 N(T) 充 分 大 , 使 得 


N15/4 > XT ~ N3T. 
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= 


性 问题 


从 而 解 u 延 拓 到 了 [0, AST], 再 做 尺度 变换 即 可 . 


在 本 节 的 最 后 , 来 看 看 得 到 的 整体 解 有 什么 样 的 性 质 . 根据 尺度 变换 可 以 
得 到 


sup |lu(t)||as ~A? sup Nuala <A sup Tux 人 lz， 
te [0,T] teE[0,X3T] tE[0,A3T] 


leall sN leallas ~ NS] 


根据 前 面 的 讨论 可 知 


sup Hua@llaleallze, 
te [0,A3T° 


从 而 知 


lulla SN [loll ae. 
te[0,T 


WME pall ~eo <1, 可 知 


2 
s \ 342s s 
A = AN, eo, óle) ~ (MME) wots, 


选取 NN 使 得 NY > AT vojou eo NIET, TAIN ~ T43, 所 以 可 知 得 到 的 
WE eu a, tH AL 


lulla- A+ DIA -s7 


对 于 s € (一 3/4,0] 的 情形 , 我 们 留 给 读者 去 证 明 . 
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在 前 面 几 节 , 我 们 证 明了 与 KdV 方 程 相关 的 Bourgain 空 间 中 的 双 线 性 估 
计 并 由 此 得 到 了 局 部 适 定性 . 然而 有 些 情形 例如 KdV 方 程 在 s = -3/4 时 , 直接 
使 用 Bourgain 空 间 并 不 能 得 到 局 部 适 定性 , 从 而 要 求 我 们 再 结合 别 的 技巧 . 为 
使 读者 进一步 理解 这 一 方法 , 本 节 我 们 研究 带 导 数 非 线性 项 的 Schr6dinger 方 程 
的 Cauchy 问 题 


+ Use = iA(\ulPu)e, (x, t) ER? (5.6.1) 


u(x, 0) = ug): 
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根据 第 5.1 节 的 讨论 , 可 知 方程 (5.6.1) 对 应 的 色散 关系 为 0(€) = -所 ,从 而 在 本 
节 中 我 们 限制 Bourgain 空 间 X5* 是 与 导数 Schr6dinger 方 程 相关 的 , 即 由 如 下 范 
数 给 出 : 


lullxse = IET + EPE, 7) 22. 


根据 标准 的 方法 , 我 们 知 核心 任务 归结 为 证 明 如 下 的 三 线性 估计 


||Ax(uow)||xs0-1Sllullxsellollxsellwllxse- (5.6.2) 


但 是 这 一 个 不 等 式 对 任意 的 s,b e RARER ROLE, 可 见 [52]. RRRA, 是 由 于 
方程 (5.6.1) 的 色散 效应 不 强 , 无 法 控制 高 低频 相互 作用 . 事实 上 , 在 [52] 中 作者 
还 证 明了 高 低频 作用 产生 的 坏 项 只 是 对 数 的 发 散 , 结合 [66] 光 滑 效应 结构 能 够 
克服 这 一 个 困难 . 

FEAT, 我 们 将 采用 gauge 变 换 的 办 法 , 可 见 [61, 128, 147], 这 里 的 结果 
是 由 Takaoka[147] 得 到 的 . 为 了 把 高 低频 相互 作用 消去 或 者 减弱 , 首先 对 方程 
做 gauge 变 换 


v(x, t) = Gy(u)(2,t) = e o HOOP Wa, t), (5.6.3) 
这 样 容易 验证 v 满 足 如 下 的 方程 


2 
idv + O20 = —idv?d, 5 — BE w 4y, 
| ae s3 — z lel (5.6.4) 


v(x,0) = volz), 


其 中 wo(z) = ee 个 让 woWPaywo(z). 根据 定义 可 知 gauge 变 换 是 可 逆 的 ， 


u(x,t) = eb S o lelut) KOCR = G- (v). 


从 而 u 和 w 是 可 以 相互 控制 的 , 所 以 问题 转化 为 只 需 研 究 Cauchy 问 题 (5.6.4). 
首先 注意 到 原 方程 的 非 线 性 项 为 (Jul?w)s = 2iAlul?us + iNT, 经 
过 gauge 变 换 之 后 , lulu, IW, 换 成 了 ul 和， 显然 lolso 不 含有 导数 从 而 
可 以 直接 用 Strichartz 估 计 来 处 理 ， 但是, 初 看 上 去 , 方程 (5.6.4) 还 有 一 个 含 
导数 的 非 线性 项 w26s, 似乎 gauge 变换 并 没有 把 导数 项 完全 消去 ， 但 事实 
上 w2zs 比 |ul2ws 好 得 多 , 原因 在 于 色散 关系 w(6) = 一 所 是 偶 函 数 . 
从 Bourgain 空 间 的 定义 可 得 


a s b s b 
lla] xs = IKE (r — £) Tul Ler2, lullxs = I) (7 + €) Fullrzr2- 
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可 题 


HIERE Du ts, 我 们 可 以 证 明 当 s > 1/2 时 对 某 个 > 1/2 有 


Nuvi x 1 Slullx lolx, lwla (5.6.5) 


这 与 |lul2wuz 是 不 同 的 , 事实 上 这 很 容易 看 清楚 . 考虑 wuwz 的 高 低频 相互 作用 最 
坏 的 项 AouAovAkwj, 读者 可 以 参考 第 5.3 节 中 关于 特征 函数 双 线 性 估计 的 证 
明 得 到 相应 的 三 线性 估计 的 证 明 . 

下 面 我 们 主要 估计 非 线 性 项 v20.5. 首先 需要 关于 Schrodinger 自 由 解 的 相 
关 估 计 , 它们 的 证 明 与 第 5.2 节 中 色散 关系 为 w(&) = 一 |&]E 时 的 证 明 是 一 样 的 ， 
证 明 省 略 . 


引 理 5.6.1. Schrödinger FRIJ È MRH S(O = Fr let Fry LRA: 


S(t) voll zgz¢Slleoll 
JDV2s(t)vollrs ra Sllvollzs, 


ID MS(t)vollra re Sllvollz2- 


利用 引 理 5.1.6 结 合 上 述 引 理 立 即 可 得 


引 理 5.6.2. itu c X02 且 1/2 < < 1, 则 


lull ns re ull xo, 
| DPulzer Slul xo, 


|| Dull rare Slul xo». 


利用 这 些 引 理 , 我 们 现在 来 证 明 如 下 的 三 线性 估计 . 


定理 5.6.3. 假设 s> 1/2, 1/2 <b<2/3,b > 1/2, 那么 有 


Ile 0202%3llx. 5-1 S Cllerllx,, y leel vvsllx,, v (5.6.6) 


证 明 . 利用 Plancherel 等 式 以 及 对 偶 可 知 , 只 要 证 明 : GR; © LRE 
负 , i= 1,2,3,4, 则 


(£4) (T4 — 7) lég Ié 1 fi( a -< 
n (Ti + EL) (T ES E2)? (T3 一 a £i) -<II Willa, 


(5.6.7) 


` 
= 
z 
fi 
七 
* 


T4 = {(£,7) E RÊ x RÎ : & + E2 + és + E4 = 0, Ti + T2 + T3 HTa = 0} 
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且 赋 了 予 诱导 的 测度 : 0 = (éi Ti) 


f h(01, 02,03,04) = h(01, 02,03, —01 — 02 — 03)d0,d62d03. 
T4 RE 
由 Plancherel 等 式 易 知 
4 
| Tha in Ti) =f, Il? (fi) (a, t)dzdt. (5.6.8) 
Pa j=1 i=1 


FH Xt BK VE AS 5 AE AR oy DX Sa RS HH FE |G] < ll SLAG F Elmar, lElsub, 
Elena, Elmin PNA Er, |&2|, |E3], |&4| 中 的 最 大 的 , 第 二 大 , 第 三 大 , 以 及 最 小 
的 数 . HoF = r; + €7,1=1,2,3,4, 以 及 


Zz-l fi , _ gl fr P 
a He) int E 
进一步 将 积分 区 域 按 频率 相互 作用 分 成 如 下 情形 逐个 讨论 , 这 里 采用 的 
是 [52] 中 的 方法 . 

HAIL. max(|€1|, |&2|, |€3|, |€4]) < 10. 此 时 由 (5.6.8) 立 即 可 得 (5.6.7) 的 左 
边 式 子 小 于 等 于 


4 
ini fi(éi, Ti) 
Rees acer urea eII IalesTI Mlle. 


情形 2. Elman > 1H. Eltha < lE leut: 此 时 Hé + &2 +&34+&4 = 049 |E| max sins 
Elas 再 分 以 下 几 个 子 情 形 讨论 . 

情形 2a. || < | 人 | ~ |&4|. 这 一 情形 对 应 高 低频 相互 作用 . 首先 注意 到 在 
超 平面 上 有 


A(E1, €2,€3,€4) = of +03 +03 +01 = 2(f1 + &3)(Eo + £3). 


从 而 在 这 一 情形 有 


max(|o7'|, |o3 |, log |, loa NEI”. 


Wi Roy | 最 大 , 则 只 要 满足 5 < 3/4 且 s > 1/4, 由 (5.6.8) 式 和 Ha6lder 不 等 式 可 
得 (5.6.7) 的 左边 式 子 小 于 等 于 


ele md Ty fal€s, 74) 
ra Ia (EDT + EB)! (T + BY” (ra — 2)” 


问题 
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4 

= = b— 

SII- Filar lI Follrsrg falleg A-F rerS [I Ie 
7=1 


tn Blox | 最 大 , Wop) baz)" <a)" (az)? 知 与 lo7| 最 大 这 一 情形 类 
似 可 得 ， 如果 |oz| 最 大 , W hor) “(od)”<(or)”(o2)'* 知 只 要 满足 5 < 
5/8 且 s > 1/4 则 (5.6.7) 的 左边 式 子 小 于 等 于 
Ese Tak 
ra i (£i) (71 + GY” (73 — GB)” (ra — GY” 


i=l 


4 
SII Fall cange Fallcaceellfallc2 A? Elers I lf- 


如 果 |ot| 最 大 , HOPPE Sot | 最 大 的 情形 是 一 样 的 . 
情形 2b. I€2| aS | 和 | oa [El max B|E2| ~ [éa] cH Elmaz: 不 妨 假设 | 名 | 人 |é&s| Po 
Elmar. BARIER, 我 们 继续 分 情形 讨论 . MRE ++ él < 1, Wé) ~ (&4). 从 
而 当 s > 1/2 时 可 得 (5.6.7) 的 左边 式 子 小 于 等 于 
a Fi(&i, Ti) < : ; 
Aos o Mile 


如 果 |&2 + é| > 1, WHE Emax(lot], lot |, loz |, loz 


Zll. 类 似 情形 2a 的 讨 


论 可 得 . 
情形 2c，|&| ~ [Es] ~ 上 nas 或 各 | ~ [Gal ~ élmas， 由 对 称 性 这 与 情 


形 2b 是 一 样 的 . 
形 2d. |&| ~ |€2| ~ [Elmax- HERS Amax(lo7'], loz |, loz l loa ZIEsI?, 类 


情 
似 情形 2a 的 讨论 可 得 . 
形 3. Elmin < [Elina ie El ee Px Slam: 易 知 此 时 有 


情 


max(|o1 |, 102|, le |, loa I)Z1Esl?, 


从 而 类 似 情 形 2a 的 讨论 可 得 . 
情形 4. [Elmin iad \Eltha oa isn: as [sheen 类 似 情 形 1 得 到 . 


从 而 定理 得 证 . 
在 上 述 定理 的 证 明 , 我 们 并 没有 像 定理 5.3.1 的 证 明 中 那样 利用 二 进 制 分 
解 , 然后 化 为 一 些 特征 函数 的 估计 以 及 二 进 求 和 , 但 是 基本 的 想法 是 一 样 的 


读者 不 妨 自己 给 出 这 样 的 证 明 , 或 者 参考 文献 [52]. 
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He BR Ah BH 5 Yb — “SAR Be PEI utu, 根据 标准 方法 知 我 们 需要 去 做 如 下 
类 型 的 五 线性 估计 


5 


|uruzusūsās||xs»-15 | [ luill xs- (5.6.9) 
i=1 


ZEAE EU m, Rs > 1/2, 因此 我 们 不 去 追究 (5.6.9) 的 最 佳 估 计 , 而 仅仅 
满足 于 s > 1/2, 作者 相信 使 得 (5.6.9) 成 立 的 最 佳 条 件 是 s > 0. 


S4 


引 理 5.6.4. 假设 s € R, 1/2<b < 1, 则 


E/T) ull x Shull 2/8- zs- 


证 明 . 不 妨 假设 s = 0. 根据 和 sz 的 等 价 定义 以 及 利用 嵌入 定理 Z2/3-20) > 
Ho! 和 Minkowski 不 等 式 可 得 


上 (Tuxos [lle S/T) (Fa) (€, Dh- | 


Sle" Ow(t/T) (Fou) E, 8l 72e- 20) || p2Sllull p2ye-2 z2» 


从 而 引 理 得 证 . 


定理 5.6.5. its > 1/2, 1/2 <b< 1, 则 存在 9 > 0 使 得 


5 
NYt/T)uruzuzūsüsl| xsv- LT? II || will sb. (5.6.10) 
i=1 
证 明 . 我 们 在 证 明 中 假设 wi = --- = wus = u, 它 很 容易 推广 到 一 般 情 形 . 
只 要 证 明 
w(t/T hall xs 2-1 <T lulls,- (5.6.11) 


由 引 理 5.6.4, 引 理 5.6.2 以 及 分 数 次 Leibniz 法 则 可 得 


(E/T) fale x02 Shel wl 26-0 eS ge ra lull 278-2 gs 


0 0 
ST" lullig rs lull rs ms ST Null, 


从 而 定理 得 证 . 
利用 第 5.3 节 中 定理 5.3.5 的 证 明 论 述 , 我 们 立即 得 
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命题 5.6.6. 设 1/2 < s < 1， 对 任何 wo。 € HS, 则 存在 b > 1/2, T = 
T(|lvollg12) > 0 以 及 Cauchy 问 题 (5.6.4) 的 唯一 解 满足 v € XH, 


对 于 原始 的 方程 (5.6.1), 我 们 有 


定理 5.6.7. IZA CR, s > 1/2. 对 任意 uo € 及 5( 民 ), MAL > 1/2, 
下 三 全 (wollzrrz) > 0 以 及 Cauchy 问 题 (5.6.1) 在 [一 了 7 了, 了 T] 的 唯一 解 忆 满 足 
u € C([-T,T]: HS(R)), Galu) € X$’. 


且 上 映射 0 > tuU 是 局 部 Lipschitz 连 续 的 . 


证 明 . 对 wo € H5, 1/2<s<1, 我 们 定义 vo € Hw F 
vola) = e Foo MON Ao (a) 
(BB) EHA HH EHEH YET > vo. 假设 内 是 由 命题 5.6.6 得 
到 的 方程 (5.6.4) 的 解 , 我 们 定义 


Un (2 t) =G_)(Un) (z, t), 
7) (py =e Joe 0” Way (9), 


u 


| 定义 显然 有 


un Lg 12 = |lun lL L2- 


利用 分 数 次 Leibniz 法 则 以 及 Sovolev 嵌 入 定理 可 得 对 1/2 冬 s < 148 


x ui” 2 
|| D° unl n2212S D'on LLZ 十 D? p (e 2 Joo w) a) Un 


LS L2 
D iA /2 iat 2d 
< Un LF L2 D° p (e / -~ (uy) i) 


are on Lora 
T Hr 


S 
Sll D valles + 


Ss 


2 
vall Lge rm on za z1 2 


S(1 + onldse ne) onll sea 


其 中 2 < p < o, 1/p + 1/4 = 1/2, 以 及 1/m =1/p+1- s. 用 同样 的 方法 可 得 


lun — umllrga S(1 + llonllege zg + llOmllage ns) llon — Umll Lg Hs 


事实 上 我 们 只 需 证 明 对 任意 的 2 < p < WAG HS > L? 的 Lipschitz 连 续 的 映 
射 . 由 于 


A2 SEn FWP ay f(y) e ir/2 fZ o gh ay g(r ) 


LP 
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ciM2 广 = y)|?dy _ e2 Jo y)|?dy 


SIF -sla + | fl + loll). 
利用 |f(z) — O< I'l 从 而 得 


A2 fo lf Whady _ oiN/2 SZ |o(y) Pay 


m 
< |[e/2 JF? -l9@)? ay _ 1 


SIIIP — oP lla SIF 一 可 ae 人 las + Igls). 


令 n 一 co, 我 们 得 到 方程 (5.6.1) 的 解 w. 从 而 定理 得 证 . 


85.7 其它 色 散 方 程 


除了 KdV 方 程 和 Schrodinger 方 程 这 两 个 经 典 的 色散 方程 外 , 还 有 其 它 的 
近年 来 被 很 多 数学 家 关注 . 所 以 在 这 一 节 中 我 们 再 介 
些 其 它 的 色散 方程 . 本 节 首 先 给 出 作者 的 一 些 体会 ,以便 读 者 能 更 好 地 
E aa S E A D ER EE A A Ja eB SE HES 从 上 
面 关 于 KdV 方 程 的 双 线 性 估计 和 带 导数 非 线 性 项 的 Schr6dinger 方 程 的 三 线性 
估计 可 以 看 出 , 我 们 既 可 以 利用 Tao 的 [k; 2Z] 乘 子 [151] 的 想法 来 证 明 , 也 可 以 利 
用 方程 的 局 部 光滑 效应 和 最 大 函数 估计 的 方法 来 证 明 [147]. 两 种 方法 各 有 干 
秋 , 需要 读者 仔细 体会 . 我 们 以 KdV 方 程 的 双 线 性 估计 为 例 给 予 曾 述 . 我 们 利 
用 Tao 的 [k; 2Z] 乘 子 方法 可 以 得 到 定理 5.3.1 的 证 明 即 


16z(uiuz)|| xs, -1 < Curl xsv l U2|| xs， s > —3/4, b, b! > 1/2 (5.7.1) 


如 果 只 利用 KdV 方 程 的 基本 的 空 时 估计 : Strichartz 估 计 , 局 部 光滑 效应 , 最 大 
函数 估计 的 方法 可 得 上 式 在 s > 一 5/8 成 立 ,可 参看 [79]. 当 -5/8 > s > 一 3/4 时 ， 
Kenig, Ponce, Vega [81] 利 用 如 下 初等 的 微分 不 等 式 证 明 上 了 (5.7.1). 


ü QZ C 
l. (1+ |x — al)#(1 + |x — 8|) S (1 +]a— pN b> (5.7.2) 


1 
2 
29 dx C 1 
D E < Gale b> 5 (5.7.3) 
L dx p C ys 1 
人 2 


/ dx x C(1 +8) (6-3) 1 
eke (1+ |2l|P20-9)Ja—e ~ (Flos 7 了 
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作者 发 现 如 果 像 本 章 第 三 节 那 样 首先 定义 = G +h, Tsat 
g=7-8, op =n}, o= T — E3. 如 果 对 超 平 面 {(é,&1,&2) x (7, 1, 72) € 
R? xR :€=84+&7=14+7} 进行 适当 的 分 区 . 那么 在 | 与 | ~ lé > IE, 
lc| > |oil,|ca| 的 情形 下 , 我 们 只 利用 不 等 式 (5.7.2), 对 其 他 情形 如 同文 章 [79] 我 
们 利用 Strichartz 估 计 , 局 部 光滑 效应 , 最 大 函数 估计 仍然 可 以 得 到 (5.7.1), 这 
样 可 以 简化 了 文章 [81] 中 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 以 证 明 . 从 中 我 们 也 可 以 看 
出 在 负 正 则 性 的 问题 中 高 x 高 一 低 的 相互 作用 的 情形 是 比较 坏 的 , 所 以 在 本 
章 第 四 节 重 点 考虑 高 x 高 一 低 的 情形 . 这 样 对 相 函 数 复 杂 的 色散 方程 , 如 果 计 
SEL? WR PE tt (k; 2] 乘 子 方法 的 基本 估计 ) 困 难 的 话 (Tao 在 文章 [151] 中 只 计 
算 了 KdV 方 程 (对 应 本 书 的 引 理 5.3.2), Schrödinger X FEM H FER L IRTEN 
th), 利用 上 述 方法 得 到 的 一 些 色 散 方 程 的 低 正 则 性 结果 和 利用 [k; 2Z] 乘 子 方法 
得 到 的 结果 一 样 . 有 兴趣 的 读者 可 以 试 着 比较 一 些 . 此 外 对 应 着 不 等 式 (5.7.2)， 
还 有 一 个 类 似 的 不 等 式 , 在 研究 色散 方程 解 的 局 部 适 定 性 也 起 着 重要 的 作用 . 
人 
下 面 , 我 们 以 相 函 数 复杂 的 色散 方程 : 四 阶 非 线性 Schr5dinger 方程 为 例 
曾 述 一 下 如 何 解 决 相 函数 有 非 零 奇异 点 的 方程 解 的 局 部 适 定性 . ( KdV 方 程 
的 相 函 数 %(5) = EF FllSchroédinger7y Fe My +H RAŽE) = 16 没有 非 零 奇异 点 , 即 
相 函 数 本 身 及 其 一 阶 , 二 阶 导 数 为 零 的 解 只 有 和 零 解 .) 关于 涡 旋 丝 的 四 阶 非 线 
Schrodinger 方程 如 下 : 


iĝu + 82u + vôfu = F(u, ù, Oru, Opti, O2u, 07%), (2,t) ERxR, (5.7.7) 


Not 


中 > 是 实数 且 z A 0, 非 线 性 项 F 被 如 下 给 出 


F(u, ū, Ont, Opti, 07u, 07%) 
1 
= -alul + Ailu|tu + A2(Opu)?G + A3|Opul?u + Aqu72d2G + As|u|?02u, 


其 中 Xi = 一 学， Ag = —2u + $, àg = —4u — v, às = —2u +v Hu 是 实数 .此 
HIERT BRA TE — FTC EKER E EE VES Ts A iP KA E 2 S 
三 维 运动 . 需要 注意 的 是 此 方程 的 相 函 数 %(E) = vt4 一 6&2 有 非 零 奇异 点 . 这 样 
我 们 不 能 直接 利用 本 章 第 二 节 的 方法 得 到 此 方程 的 局 部 光滑 效应 和 最 大 函数 
估计 . 因此 , 我 们 需要 利用 Fourier 限制 算 子 


Paf ets f(£)dé, Puf= f el f(e)dé, YN >0, (5.7.8) 
l> N EJs N 
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来 分 离 相 函数 的 奇异 性 . 这 样 我 们 利用 Fourier 限制 算 子 和 本 章 第 二 节 的 方法 
可 以 得 到 如 下 


3 
||D2P**S(t)¢llne12 < Cllyllz (5.7.9) 
af 
|De *P*S(t)ellrare < Cllelizz, (5.7.10) 
oo 1/2 
(/ sup |P*S(t)uo|?dx ) < Crs|luollas, s >1 (5.7.11) 
一 co |-T,T] 


这 里 a 是 与 v/ 有 关 的 常数 ， 这样 利用 (5.7.9),(5.7.10)，(5.7.11) 和 Strichartz 估 计 ， 
由 Bourgain 空 间 的 方法 得 到 方程 (5.7.7) 的 Cauchy 问 题解 的 局 部 适 定 性 . 感 兴趣 
的 读者 可 以 参见 作者 的 文献 [63, 64]. 

另外 对 于 有 些 问题 我 们 不 能 直接 利用 Bourgain 空 间 Xs" 来 构造 压缩 映射 
的 方法 来 得 到 , 从 而 需要 有 新 的 方法 , 我 们 在 这 里 不 详细 地 介绍 这 些 方法 , 感 兴 
趣 的 读者 可 以 查阅 相关 的 文献 , 例如 在 Guo 的 博士 论文 [54 中 对 此 做 了 系统 的 
研究 和 介绍 . 例如 与 导数 Schr6dinger 方 程 非常 相近 的 是 (广义 ) Benjamin-Ono 
(BO) 方程 : 


ru + HOpet = Or(u), u(x,0) = uo(7). (5.7.12) 


其 中 € Z, we R, 以 及 XL 是 Hilbert 变 换 X(f)(x) = +p.v. fr LY) dy. 1 于 Hf = 
—isen(€)f(€), 从 而 BO 方程 对 应 的 色散 关系 为 w(€) = EE. KSEE 
由 Benjamin [8] 和 Ono [127] 在 关于 狭长 槽 中 深水 波 运 动 研究 中 建立 的 模型 . 
与 Schr6dinger 方 程 不 同 的 是 , 当 wo 为 实 值 时 方程 (5.7.12) 的 解 u 也 是 实 值 的 , 实 
值 和 复 值 的 BO 方程 是 有 本 质 的 区 别 的 . 
和 KdV 方 程 相 比 , BO 方程 的 色散 效应 更 弱 ， 当 k = 2 时 , 直接 的 压缩 映 
射 对 BO 方程 (5.7.12) 不 能 适用 , 但 在 弱 一 些 的 适 定 性 的 意义 下 (例如 只 要 求 
解 映 射 是 连续 的 ),， 对 实 值 的 BO 方程 仍然 可 以 得 到 适 定 性 结果 , 目前 最 好 
的 结果 是 Kenig，Ionescu[66] 证 明了 实 值 的 BO 方程 的 7 整体 适 定性 , 他 们 的 
方法 是 基于 gauge 变 换 以 及 Xs" 结 构 ， 当 上 = 3 时 , 目前 最 好 的 结果 是 Kenig， 
Takaoka[87] 通 过 做 频率 二 进 局 部 化 的 gauge 变 换 证 明了 实 值 的 Cauchy 问 题 
在 五 2 的 整体 适 定 性 并 且 证 明 s = 1/2 在 如 下 意义 是 最 佳 的 : 解 映 射 在 s < 
1/2 时 不 再 是 一 致 连续 的 . 最 近 , 在 文 [52] 中 作者 不 做 gauge 变 换 而 采用 [66] 中 的 
空间 结构 直接 利用 压缩 映射 原理 证 明了 矿 !2 中 且 世 范 数 小 的 条 件 下 的 整体 适 
定性 , 从 而 能 处 理 复 值 的 问题 , 核心 的 困难 是 高 低频 相互 作用 产生 的 对 数 发 散 . 
KdV 方 程 和 BO 方程 都 是 如 下 更 为 广义 的 一 类 水 波 方程 的 特殊 情形 : 


Oyu + Ort oO = Us(u)，uw(z;0) = wo(z)， (5.7.13) 
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其 中 0 < a < lu: 及 ?一 玉 以 及 |6z| 是 符号 为 | 引 的 Fourier 乘 子 算 子 ， 这 个 方 


> Sb 


SH 


旦 在 数学 上 是 很 有 意思 的 , 因为 


6 He 


使 我 们 看 清楚 方程 的 1 


色散 效应 是 如 何 


影响 适 定性 的 ， 从 色散 效应 的 强 弱 来 看 , 它 介 于 KdV 和 BO 方程 之 间 , 例如 


当 0 <a < 1 时 , 类 


的 Xs 方法 可 参考 [53 


= 


É. 对 于 高 维 的 情 


| 心 的 读者 不 难 


似 于 BO 方程 , 直接 


应 用 , 只 是 相对 于 


维 的 情形 而 言 要 复杂 的 多 . NANT A 


的 压缩 映射 原理 
考 [109]. 但 在 这 个 情况 下 , 类 似 BO 方 程 的 gauge 变 换 却 失 
方法 . 关于 这 个 方程 的 研究 , 改进 的 能 量 方法 可 以 参考 
, 利用 仿 微分 gauge 变 换 的 方法 可 参考 [62]. 

发 现 , 在 这 一 章 我 们 所 考虑 的 方程 都 是 空间 
形 有 没有 类 似 的 应 用 呢 ? 例如 对 于 
的 Schrodinger 方 程 . 事实 上 , 在 高 维 的 情形 , Bourgain 空 | 


也 是 失效 的 ， 可 参 
效 , 从 而 需要 有 新 的 


77], 利用 [67] 中 短 时 


维 的 情 


X 


TF Hi TH JLE 
司 的 方法 也 有 广泛 的 
的 情形 , 频率 相 


aS 


Í 


互 作用 要 复杂 得 多 , 不 再 仅仅 依赖 频率 之 间 的 大 小 , 还 与 它们 的 夹 角 有 关 . 例 
如 对 于 非 线 性 项 为 二 次 型 的 Schr6dinger 方 程 (n = 1, 2) 


iu + Au = N(u, it), u(x, 0) = uo(x), 


tF 


的 方法 只 


其 中 (zx,t) € R” xR, N(u, u) = cylul? +cou? +307. 利 月 


前面 几 童 Strichartz 估 
能 得 到 s > OWH E E IE, 但 是 利用 Bourgain 空 间 的 方法 可 以 做 
到 s > 一 3/4(c1 = 0 时 ) 和 s > 一 1/4(c1 A 0 时 ), 可 以 参考 [82, 28]， 这 些 结果 


可 以 进一步 被 改进 , 例如 可 以 参考 [7, 97]. 但 是 对 于 一 般 的 非 线 性 项 |wj?w， 
Bourgain 空 间 方 法 并 不 能 得 到 更 好 的 低 正则 性 结果 , 但 是 在 低 正则 性 的 整体 解 


问题 ， 


样 是 一 个 重要 的 浅水 波 模型 . KP-V FE 


结合 工 方 法 可 以 得 到 更 好 的 结果 , 例如 可 以 参考 [29] 中 的 工 方法 在 二 维 的 


情形 . 在 本 章 的 最 后 , 我 们 介绍 KP 方 程 , 它 被 认为 是 KdV 方 程 的 二 维 形式 , 同 
1 如 下 形式 给 出 
du + Ou 一 3z u + O,(u2/2) = 0; u(z,y,0) = dz， (5.7.14) 


其 中 wz y, t): R? 一 


及 是 未 知 函 数 , 9 是 给 定 的 初 值 . 如 果 65102v 前 面 的 
Æ+, 则 称 为 KP-IT 方 程 . 从 适 定性 的 角度 看 , KP-II 方 程 研究 得 比较 完整 , 例 


5r O 


符号 


如 可 以 参考 [16, 149, 148, 59, 60]. 对 于 KP- 方 程 , Molinet，Saut 和 Tzvetkov 


[112] 证 明了 Picard 和 迭代 方法 在 万 s552 对 任意 的 sl, s2 E RAR. 改进 的 
法 可 见 [74, 111]. 最 近 , Ionescu, Kenig 和 Tataru [67] 得 到 了 


体 适 定性 


读者 去 


与 KP-II 方 程 相 比 , KP-D7 FER L738 3 A 


能 量 方法 的 结合 ， 
读 . 最 近 , 作者 [56] 把 他 们 的 结果 改进 , 不 需要 条 件 05 Oyo < L?(R?). 
FE 问 题 仍然 是 一 个 挑战 性 的 公开 问题 . 


ab Boy 


用 里. 工 - 


penne: 
能 量 方 


间 中 的 整 
Bl = {¢ € I?(R?), 0 € L?(R?), 9210 € I2(R?)}, 他 们 采用 了 一 
新 的 方法 , 可 以 看 成 是 Bourgain 空 间 方 法 和 


推荐 有 兴趣 的 


第 六 章 


波 
E 


频率 空间 一 致 分 解 方法 


兰 著名 数学 家 W. Orlicz 曾 住 在 一 个 小 公寓 


E, 他 希望 换 一 个 大 的 , 一 位 


作 人 员 回 答 他 : “你 的 公寓 确实 小 , 但 是 我 们 不 能 接受 你 的 抱怨 , 因为 我 们 
知道 你 已 经 有 了 自己 的 空间 /” 


在 本 章 中 , 我 们 用 频率 空间 一 致 分 解 方法 讨论 (导数 )NLS, NLKG 方 程 , 我 
们 首先 对 这 一 方法 进行 简单 介绍 . 这 种 方法 在 PDE 上 应 用 , 是 由 本 书 第 一 作者 
和 合作 者 们 系列 工作 发 展 的 , I [179, 178, 177, 175]. 用 Qk 表示 中 心 在 上 边 
长 为 1 的 方 体 , 则 {Qk}rezn HRR? 的 分 解 . 这 种 分 解 早 在 20 世 纪 30 年 代 被 
Wiener [181] 使 用 , 我 们 通常 称 之 为 R” 的 Wiener 分 解 . 我 们 粗略 地 记 


其 中 ye 表示 集合 E 上 的 特 生 


k~ FXF, kez”. 


FE 函数 .这 一 分 解 是 针对 频率 空间 的 分 解 , 因为 


Qk 是 Qo 的 平移 , 所 以 这 种 分 解 在 每 个 频率 局 部 Qj 都 是 一 样 的 . 我 们 把 这 


种 分 解 算 子 称 为 频率 一 致 分 解 算 子 .频率 空间 一 致 分 解 算 子 和 Schridigner 群 


S(t) = el 相 结合 , 有 很 令 人 感 兴趣 的 事情 出 现 , 至 少 有 下 面 的 优势 ; 


(1) D&S(t) : L” > LP 满足 不 含 时 间 奇 性 的 一 致 衰减 


(2) DSt): LP > P 一 致 有 界 . 


下 面 我 们 粗略 解释 一 下 上 面 的 优势 . 频率 空间 一 致 分 解 与 二 进 制 分 解 差 


别 很 大 , 回忆 二 进 


制 分 解 算 子 : 


-1 
Ary F Xijin} F, 


注意 到 { : |&| ~ 2°} 的 体积 等 价 于 2" ,而 Qi 的 体积 为 1. 这 直接 导致 了 二 


lArflla S 20D] Aci lp, 


者 的 Bernstein 佑 计 差 别 很 大 : 


kf lla S| 


我 们 人 发现, 使 用 


kÍ lly, p < q. 


有 正则 性 的 增加 . 


w(t) fh» 


k 的 Bernstein 估 计 有 令 人 感 兴趣 的 导 


EERI, 估计 的 右 端 没 


这 导致 了 下 面 Schr6digner 群 S(t) = eit 信 的 估计 : 


S (1+ [OP VP Oe fll, p> 


2, 1/p + 1/p' = 1. 


IW. Orlicz (1903-1990), 关于 他 的 传记 , 可 见 http://www.sm.luth.se/lech. 
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它 与 经 典 的 LY — LP 估计 
|AnS(t)fllp < TEYA Fly 


比较 , 我 们 发 现 , 带 Or 的 估计 消除 了 t= 0 时 的 奇 性 . 回忆 经 典 的 Strichartz 估 
it, 为 了 处 理 |-"1/2-17) 在 上 = 0 的 奇 性 , 我 们 需要 条 件 n(1/2 一 1/p) <1, 
这 个 限制 是 本 质 的 . 由 于 条 件 n(1/2 一 1/p) < 1 的 限制 , 我 们 处 理 NLS 方 程 时 ， 
如 果 非 线性 项 Juju 中 k 变 大 时 , 我 们 采用 的 办 法 是 提高 工作 空间 的 导数 正则 
性 , 初 值 导 数 正则 性 相应 提高 . 

带 O, 的 由 于 消除 了 t = 0 时 的 奇 性 ， 相 应 的 Strichartz 估 计 中 条 件 
n(1/2 一 1/p) < 1 可 以 去 掉 . 处 理 非 线 性 项 julu, k 变 大 时 , 也 不 再 需要 提高 工 
作 空 间 的 导数 正则 性 , 初 值 可 以 属于 一 类 正则 性 较 低 的 空间 一 模 空间 Moa. 这 
就 导致 我 们 另辟蹊径 , 可 以 得 到 高 维 空间 中 NLS 方 程 具有 弱 正 则 性 初 值 的 适 定 
性 . 

众所周知 , Schrodinger## S(t) = el: LP > LP 当 且 仅 当 p = 2. 这 是 我 
们 无 法 在 L (p A 2), 比如 Le 中 解 非 线 性 Schrodinger 方 程 的 主要 原因 之 一 . 
但 是 , SAO, 的 情形 , 我 们 容易 得 到 


S(t) fp S (L+ |) PO fly 


这 是 使 用 O 分 解 另 一 有 优势 的 方面 . 这 导致 我 们 可 以 在 模 空 间 Mpi 中 
解 NLS 方 程 . 

由 于 频率 空间 的 一 致 分 解 比 二 进 制 分 解 更 加 细致 , 这 使 得 Schr6dinger 群 
和 D (k = (ki, Ko)) 的 组 合 产生 的 各 种 带 有 导数 (如 Or) 的 线性 估计 , 特别 
是 各 回 异 性 的 光滑 效应 , 极 大 函数 估计 能 够 更 精确 地 反映 到 的 各 个 分 量 (如 
ky) ERK, 这 使 得 我 们 在 研究 导数 NLS 方 程 时 , 处理 含 有 导数 的 非 线性 项 时 比 
二 进 制 分 解 相 对 容易 ,这 就 使 我 们 用 这 种 方法 首先 得 到 非 椭 圆 型 的 导数 非 线 
性 Schrodinger 方 程 的 小 初 值 整体 适 定 性 和 散射 算 子 的 存在 性 . 我 们 在 本 章 研 
究 导 数 非 线性 Schrodinger 方 程 时 会 进一步 说 明 . 


86.1 ”频率 空间 一 致 分 解 , 模 空 间 


粗略 地 讲 , 频率 空间 的 三 进 制 分 解 和 《x(L?) 组 合 产 生 Besov 空 间 , 频率 空 

间 一 致 分 解 和 49(L?) 组 合 产 生 模 空间 . 从 历史 发 展 来 看 , 模 空 间 的 定义 是 由 短 

时 Fourier 变 换 定义 的 ?, 与 之 有 关 的 研究 工作 基本 上 都 治 着 这 一 定义 . 在 过 去 
2g € F(R”), iE 
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二 十 多 年 里 , 频率 空间 一 致 分 解 的 想法 并 没有 得 到 重视 , Grdchenigilt Hi 
作 [49] 甚 至 没有 提 到 这 种 想法 . 但 是 , 从 PDE 应 用 的 角度 来 看 , 频率 空间 一 致 分 
解 和 fx(X(R"))3 组 合 这 样 的 想法 看 来 是 更 重要 的 , 特别 是 在 做 非 线 性 项 的 估计 
的 时 候 , 口 :对 高 低频 的 分 解 处 理 十 分 方便 . 

我 们 首先 严格 定义 频率 空间 一 致 分 解 算 子 . 注意 到 xo, 不 能 随便 进行 求 导 
运算 , 我 们 需要 用 光滑 的 截断 函数 代替 Xo,. 假设 pe .F(R"), p: R” 一 [0,1] 
为 光滑 函数 , 并 且 如 果 | 引 。 < 1/2, MoE) = 1; WIE. > 1, Wel) = 04. 假 
Wok Ap 的 平移 : 


PK(S) =p- k), kez”. (6.1.2) 


我 们 看 到 在 Qs Eorl) =1, FEN pean Ple) > 工 对 所 有 5 € R” 成 立 . 记 


一 工 
on(§) = pr(é) [x nis) , kep”. (6.1.3) 
kez” 
则 有 
[okl =e, VEEQk, 
supp ox C {E : |E — kl < 1}, (6.1.4) 
J kezn on(€) = 1, V £ € R”, 
[D°on(§)| < Clap VEER", a €Z}. 
因此 , 集合 
Tr = {{0k}kezn : {ok}rezn 满足 (6.1.4)} (6.1.5) 
非 空 . 以 下 如 无 混淆 , 我 们 则 简 记 Y= Yn. 假设 {op}rezn € T. id 
k= F lop F, REZ". (6.1.6) 


Wf 被 称 为 1 的 短 时 Fourier 变 换 . 模 空 间 的 原始 范 数 定义 为 


1/q 


fa = ( [f (S Mtep) wu 6.1.1) 


3X 为 定义 在 了 "上 的 Banach 函 数 空间 . 
EITE = (和 全) [Eloo := maxi=1 ml 人 il， 
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J: 


{Ok}eezn 被 称 为 频率 空间 一 致 分 解 算 子 . 对 k € Zr, 我 们 记 |k| = kil +... + 
[kn], (k) = 1+ |k]. Ws € R, 0 < p,q < œ, 


1/q 
Mp R”) = |; E€ F(R"): Flim, = b> (ks9|| ws) r: 中 


kez” 


(6.1.7) 
为 简单 , RIIM = Mpg. M5 ,被 称 之 为 模 空间 5. 
86.1.1 ” 模 空间 的 基本 性 质 


我 们 知道 , ABER A q, :jy 和 上 | 无关. 但 是 如 果 考 虑 频率 空 
的 局 部 化 , 则 二 者 可 以 比较 , 这 也 是 为 什么 函数 空间 进行 各 种 频率 分 解 的 原 
之 二 


EY 要 | 


引 理 6.1.1. 49 c R” 为 紧 子 集 , diamQ <2R,0<p<q<w. 则 存在 
只 依赖 p,q, RR 的 常数 C > 0, 使 得 


lfla < Clfllp, Vf E Lo, (6.1.8) 


FP LP. = {f € L : suppf C Q}. 


证 明 . Wy € .7(R") 满足 supp Y C B(0, 2R)Ad|ao.z) = 1. HdiamQ < 
2R, ALATA AREIM LO C B(&o, R). HERS < ZR") N Lh, HF = 
Fol- £0), 这 意味 着 


Jae f Fæ- eydy 
F1 < p< co, 使 用 卷 积 Young 不 等 式 , 则 可 得 到 结论 . 看 0 <p < 1， 


Ifl < Cy (seie - wi) f e- wpay, 
y R” 


于 是 得 到 当 g = œ, 0 < p < 1 时 结论 成 立 . 对 一 般 情 形 0 < p < q< o, 

用 Halder 不 等 式 , LEROS LAL? MLO 范 数控 制 , 由 此 得 到 结论 . 
引 理 6.1.1 的 证 明 本 质 上 可 以 见 [157], 我 们 这 里 想 强 调 (6.1.8) 中 的 常数 不 依 

赖 于 9 的 位 置 . 我 们 感 兴趣 的 情况 是 Q = Qr, k eZ". 

的 是 一 个 等 价 的 定义 . Feichtinger[40] 首 先 定义 了 局 部 紧 的 Abel 群 上 的 模 空间 ， 


里 采用 
T TEA 表示 . 不 过 , 对 不 熟悉 Abel 群 的 读者 , 从 Feichtinger[40] 的 原 
看 不 出 (6.1.7) 范 数 与 原来 范 数 (6.1.1) 的 等 价 性 , 一 个 直接 证 明 可 参见 [178]. 


4, 
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引 理 6.1.2. (L-R F 4H 4) 2) HO CR” AFK, O0<r <o. o= 
n(1/(r A1)—1/2). its > or. 则 存在 C > 0 使 得 


| FPF flr < Cllollae lif lly (6.1.9) 


对 所 有 f E LE 和 wp E Hs 成 立 . 


WERA. 当 r > 1, 此 结论 是 Bernstein 乘 子 定理 1.2.5 的 推论 . > < 1 的 证 明 可 
见 [157]. 


命题 6.1.3. (完备 性 ). 设 0 <p,q<w,seER. 


(1) Miq 为 完备 的 拟 (quasi-) Banach 空间 . 特别 如 果 1 < p,q < co, MAME, 
为 Banach 空 间 . 


(2) FR") C Ms, C F(R"). 


(3) 设 0 < p,q < œ, 则 .F(R") 在 M5, AŽ. 


WERA. 类 似 Besov 空 间 , 从 略 . 


和 {pkbjkezn ERME 上 的 等 价 范 数 ， 


证 明 . 注意 下 面 的 平移 等 式 ， 


(FMF f)(x) = e [Fm + b)F (e™F(y))| (2). 


为 方便 , 我 们 记 


9 
i 
Y 

S 

~ 

ro 
ll 
9 
| 

s 

9 


注意 Df 的 几乎 正 交 性 : 


(6.1.10) 


9 
| 
q 
mA 
十 
F 


则 有 


gl 和 do OROA 


Jsl 
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使 用 乘 子 估计 : 


OE OF fl S lorla Of efl 8 > n/A Ap) - 1/2), 


以 及 las HER € Zn 一 致 有 界 , 立即 得 到 
[evr > Ok efile: 


ltloo<1 


从 而 FY < MASES) 


命题 6.1.4 告 诉 我 们 , 我 们 可 以 根据 实际 需要 选取 {ok}rezn E Tn. 在 PDE9 
下 面 的 函数 列 是 便于 使 用 的 : 设 定义 在 RR 上 的 函数 列 {ok}rez € Ti, 定义 


Q 


OK(E) := Or (81)..0kn (En), (6.1.11) 
WA {on}eezm E Tn. EMALE) 在 频率 空间 的 各 个 方向 实现 了 变量 分 


命题 6.1.5. (HRA) 1X81, 82 € R, 0< P1, P2, q1, Q2 < CO 


(1) 若 s2 < s1, Pı S p2, q1 < 2, MAME, C Mo 


(2) #q2 < q, s1 — 82 >n/qa—n/n, NA Mi C M52,. 
证 明 . 回忆 
efile < X NF To (Orref) lp. 
\€loo<1 
使 用 引 理 6.1.1， 


上 Dasjlm S 2 FoF Oef) S > [Gases lps: 


主意 到 la: C 如 ,我们 可 以 得 到 (1) 的 结论 . 
下 面 证 明 (2). 使 用 Holder 不 等 式 ， 


1/q2 
lla, = [x (有 sam vi 


kez 


wep, 


(41-42) /a1492 
< MAs, (> (k) alas) i (6.1.12) 


kez” 
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注意 到 


y (大 )(s2 一 s1)91927(91 一 92) < ea ge) (6.1.13) 

KEZm i=0 

sı 一 89 > n/p 一 n/qi WA (6.1.13) 右 端 为 收敛 级 数 , 从 而 证 得 (2) 的 结论 . 
命题 6.1.6. (对 偶 空间 ) ks E 月, 0 < p,g < co. 当 p > 1, 规定 1/p 十 1/2l = 

1; 40<p<1, 规定 p/' =o. 则 


Cai. (6.1.14) 


命题 6.1.6 的 证 明 类 似 Besov 空间 相应 的 结果 的 证 明 , Triebel [157]. 但 
是 当 0 <p < 1 时 , 结果 和 Besov 空 间 很 不 一 样 . 命题 6.1.6 的 详细 证 明 可 见 [177]. 


注 记 6.1.7. 当 p,g € [1, oo] 时 , 本 节 的 命题 6.1.3, 6.1.5, 6.1.6 是 由 Feichtinger 
[40] 首先 得 到 的 , 不 过 在 他 的 结论 中 和 本 书 命题 6.1.5 对 应 结果 有 误 . 当 0 <p < 
1 或 0 <gq <1 时 由 作者 [179, 177] 得 到 , 本 书 采用 的 证 明 均 取 自 作者 [179, 177], 
不 同 于 Feichtinger [40] 的 证 明 . 

比 作 者 稍 晚 Kobayashi [98] 用 和 [179] 类 似 的 想法 定义 了 JMg, 证 明了 
命题 6.1.3， 几乎 与 作者 [177] 同 时 ，Kobayashi 在 另 一 文章 [99] 讨论 了 My 的 
对 偶 , 得 到 命题 6.1.6 的 部 分 结果 : 当 0 <p <1 或 1 <9 < co 时 , 他 证 明 
T Myy C (Mpq)* C Moo: 其 他 情况 证 明了 (Ma)* = Myy. 


86.2 ”Besov 空 间 和 模 空间 的 关系 


从 定义 上 看 ，Besov 空 间 和 模 空间 有 接近 的 地 方 , 一 个 是 二 进 制 分 解 
MAHA, 另 一 个 是 频率 一 致 分 解 和 lr(L7) 组 合 . 下 面 我 们 给 出 二 者 的 包含 


定理 6.2.1. (HARM) 设 0 < p,q < co, 51,52 ER. 我 们 有 下 面 的 结论 . 
(1) Bpa C Mpa 当 且 仅 当 s1 之 52 十 T(p, q), 其 中 


ee 人 人 中 


(2) M3, C BY, 当 且 仅 当 sl 9 十 0(p,9), 其 中 


ammo) 
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(0, 0) (1, 0) 1/p 


图 6.1: r(p,q) ÆR} 的 分 布 图 : 在 S51 中 7(p,g) = mn( 一 上 ); 在 Ss 中 7(p,q) = 0; 
在 Ss 中 r(p,9) =n(5 + 2-1). 


86.2 Besov 空 间 和 模 空 间 的 关系 - 163 . 


1/q 4 


(0,1) 1/p+1/q=1 


A 


(1/2, 1/2) 


(0, 0) (1,0) 1/p 


定理 6.2.1 首 先 由 P. Gröbner [48] 用 德 文 写 的 博士 论文 中 讨论 了 (1/p, 1/q) € 
0, 1 时 的 情况 , 他 的 结果 没有 发 表 过 , 当 (1/p, 1/9) 在 正方 形 [0,1]2 的 四 个 顶点 
IN, Gr6bner 给 出 的 结果 和 定理 6.2.1 的 充分 性 一 样 , 但 是 Grdbner 搞 错 了 p = 2 时 
KRA, 他 认为 B21 C Mo AEE HERA (SESE EBD? C Ma RERA). M 
J&J. Toft [158] 得 到 (1/p, 1/q) € [0,1]* 时 定理 6.2.1 的 充分 性 . 再 后 M. Sugimoto, 
N. Tomita [145] 证 明了 (1/p,1/g) € [0,12 时 定理 6.2.1 的 第 一 个 嵌入 的 必要 性 ， 
用 对 偶 关 系 , 他 们 也 得 到 第 二 个 嵌入 当 (1/p,1/g) € [0,1], p,q 关 co 时 也 是 必 
要 的 . 作者 [179, 178, 177] 采 用 频率 一 致 分 解 的 方法 证 明了 定理 6.2.1 的 全 部 结 
论 . [145] 必 要 性 的 证 明基 于 模 空 间 的 dilation 性 质 , 作者 [179, 178, 177] 给 出 的 必 
要 性 证 明 是 用 频率 空间 分 解 的 想法 直接 构造 反例 , 证 明 比 [145] 简 单 . 

下 面 是 定理 6.2.1 常 用 的 特例 . 


推论 6.2.2. 我 们 有 下 面 的 结论 . 


2 
Bo CM§,C B3,, Batt c M31 Bas. 


从 PDE 的 角度 来 看 , LTA ce BEER EY, 我 们 给 出 详细 证 明 . 定 
6.2.1 的 证 明 需 要 下 面 系 列 引 理 . 基本 的 想法 是 先 对 一 类 特殊 的 p, q, 先 证 明 


hE 


= 
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结论 , 一 般 情形 由 复 插 值 证 明 . 下 面 定 理 的 证 明 综合 了 [48, 179, 178, 177] 的 证 
AA, 不 同 于 [158], [145] 的 证 明 . 


引 理 6.2.3. 设 0 < p,q <S co. 下 面 的 诅 入 成 立 . 


Mpg C Bog Vq<pAl, 


MTV AD- 1/q) C Bes y q2 1 A p. 


证 明 . HAEHAA. 


Ifl, = 2 lAs (6.2.1) 
k=0 


情形 1. g < 1, p21. Say = max(0,2*-! — Yn), by = 2*11 + yn. 注意 
到 当 |i| g lap, bk ETAO; = 0, 我 们 得 到 


an| >o TAk Dk) - 2» | 


icz’, lilelax bx] icz’, lilelax bx] 


iflg- (6.2.2) 


(6.2.2) A Ar Se BGR. 


= 


青 形 2. q<1,p<1. Mp<1, q/p<1 看 到 


q/p 
|Axflly < | > fia ara) 


iEZ”, lile [ax be] 


< J (6.2.3) 


iez”, lile [ax ,bk] 


17Z9 乘 子 估计 引 理 ， Ak qi LG Va) =% Laaya 
下 面 , RINER ARA. 还 是 分 成 两 种 情 


情形 1. pS 1. id 


由 (6.2.3) 便 得 到 结论 . 


SS 


Ao ={k EZ": Blk, Vn) NI{E: lt € [0,2)} #0}, (6.2.4) 
Aj ={keEZ": Blk, Jn) A {E: él € [277,271 4G}, g>1. (6.2.5) 


179 乘 子 估计 引 理 ， 
WAsfla>S 55 So MAS > efile (6.2.6) 


REA; |loo<1 keA; 
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由 g > pal, 有 
(al +... + am)? < MT! (al +... + a4). (6.2.7) 


对 ke Aj, Pkl ~ 2; 并 且 A; 最 多 和 O(2"7) 多 个 单位 方 体 有 交 , 从 而 


q 
HASS (5 | sk) 


j=0 \keA; 
X . 
AA Se eel 
j=0 keA; 
OO 
Sd, 2 (Bu || Fld 


情形 2. p< 1. 由 于 gq/p > 1, 所 以 
(ai +... + am)? < MYP a +... + al”). (6.2.9) 


由 79 乘 子 估计 引 理 ， 


q/p 
WAS FIle S [= yf las k+l ura) 


keA; LEA 


<2) SS” TE (6.2.10) 


kEA, 


类 似 


= 


青 形 1, 可 以 得 到 结论 . 
引 理 6.2.4. F HARZ: 


Boe C Mag, VO<q<2. 


证 明 . 由 Plancherel 等 式 , 有 


上 7 ~ > lixe f3- (6.2.11) 


kez 


记 Aj = {k E Zr : |k] € [27-1,27)}. HL > 1, 则 有 


OO 
Fl, S > Ia fll8+ >, So lxo fl (6.2.12) 


|k|<2£ j=L keA; 
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易 见 A; 最 多 有 O(2"7) 个 元 素 . 从 而 有 


it, Ste Seam aA] 
keA; 
Sfllg+>— oe 
j=L 
S IIZ pn(t/a-1/2)? (6.2.13) 
2,4 
这 正 是 我 们 想 要 的 结果 . 
引 理 6.2.5. 设 1 < p,q < œ. RAMA 
Mo?) c BO (p,q) = max | 0, n = ; (6.2.14) 
— ” APAP q 
证 明 . 由 引 理 6.2.3, 引 理 6.2.4 的 对 偶 形 式 , 有 
M? CB. iy 1<p< o, (6.2.15) 
WE (6.2.16) 
Wp = 1,00 和 9 = œ, WA 
Mi CB? oy ME ECB oy M e CEL (6.2.17) 
(6.2.17) 的 两 端 分 别 进行 复 插值 ( 见 附录 )， 
max(n/p, n/p! 0 
TAR O BI og Tp < 06: (6.2.18) 
引 理 6.2.3 也 蕴含 
Mp1CB 1<p<œ (6.2.19) 
回忆 
M2,2 = BY». (6.2.20) 
(6.2.18)-(6.2.20) 进 行 复 插值 运算 , 可 得 到 结论 . 


当 0 < p < 1 时 , 我 们 还 需要 下 


而 的 乘 子 估计 ( 见 Peetre [133], Triebel 


[157]). 
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命题 6.2.6. OCR" ARFH,O<p<l. WA 
| FMF fll < MI swe-wa ll» 
对 所 有 < LP, M e BIO?) 成 立 . 
推论 6.2.7. 设 b >0,0<p<l. 则 


[FMF fllo < CIMO >)Il pnaresry|lfllp 
P 


HOA FE Lho M EBY? Kz, HPC > 0 和 b > 0 AK. 


如 果 f E Leos) WFO) € Laon 


使 用 命题 6.2.6 就 可 以 得 到 推论 6.2.7. 


引 理 6.2.8. 设 0 < p < œ. WA 


BR ONS Meas (6.2.21) 


证 明 . 首先 考虑 0 < p <1. 由 推论 6.2.7, 对 |k| >> 1, |k] € [2771, 27), 


4 
Flok > pireFf 
(=A 


kf llp = 


p 
4 


= lon (27* -l gza- ` Aiae (6.2.22) 
P (=A 


用 Besov 空 间 的 scaling ( 见 [157]) 


9A es, < "/Pligiias» AZA 


~ 


可 以 得 到 6 


|ok(224 Mipmare—a/2 和 YUP- loy] pneu < MAAN. (0223) 


6 在 Ms,, 的 定义 中 , 我 们 总 是 假设 cx = co(. — k). 


频率 空 


J: 
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将 (6.2.23) 代入 到 (6.2.22), 立即 得 到 


4 
nf llp S 2"C/P-Y S| Ajsefll, - 


f=-4 


1(6.2.24), 得 到 (6.2.21) 成 立 


下 


fi iep > 1 的 情形 


1Young 不 等 式 , 当 |k| > 1, 


4 
Fon 》 pirFf 


£=—4 


xfllp i | 


P 


4 4 
过 | 本 wh lta D5 a le 


(6.2.24) 


(6.2.25) 


《一 一 4 《一 一 4 


定理 6.2.1 的 证 明 . (充分 性 ) FoR Mgt? c Bs 由 引 理 6.2.5 得 到 ， 
当 1 < p,q < œ 时 结论 成 立 . 当 0 < p < 1 或 者 0 < 9 < 1 时 ， 1 引 理 6.2.3 可 以 
得 到 结果 . 
FER BST? c Mg. wR? = {(1/p, 1/4) : 1/p, 1/q > 0}, 回忆 
Sı = {(1/p, 1/4) E R4 : 1/4 > 1/p, 1/p < 1/2}; 
S2 = {(1/p, 1/4) E RẸ : 1/4 < 1/p, 1/p + 1/q < 1}; 
S3 = RŽ \ (Si U S2). 
首先 考虑 (1/p,1/9) € S3. IERTT(p,q) = n(1/p + 1/4 — 1). (po, qo) 
和 和 (p1, q1) 满足 
1 1 1 1 
二 = 0; 
P P € Q 
1 1 1 1 ie 1 1 
pl 2 qa p q 2 
iri 1 l\—1 
WO = zG tTa) WA 
1 1-6 0 1 1-6 0 
p po Pı q qo qi 
t+i-1=0-0(+-1)+ (4-5) 
p Po q 2 
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使 用 引 理 6.2.4, 6.2.8, 


1/qi—1/2 
a /2) C Mə q» 


复 插 值 运算 得 到 ， 


B Up= C Mpg 


e i C Mpo,- 


其 次 , 考虑 情形 (1/p,1/g) € S1， 如 果 (1/p,1/q) € Si (51 = RAA 
p= 2,g < 2} 上 某 


y 


点 (1/p1,1/91) 的 连 线 上 , 从 而 由 复 插值 得 到 


RG), (1/p, 1/4) 可 以 在 (1/co, 1/oo) 和 线段 {(1/p, 1/4) : 


je Cr 


最 后 考虑 情形 (1/p, 1/¢q) € So. 这 可 由 第 一 个 嵌入 的 对 偶 
(必要 性 ) 我 们 需要 证 明 对 任何 0 < 7 <1, 


Br@a—n t Mpa 


情形 1.1. (1/p, 1/4) € S3. Kf = Flej, j > 1. 我 们 有 


il. 
£) 
apan = > 29(r(p.a)—n G+) 多- Tp; eps 
Pd 


f=-1 
< ga(n/a—n)i 


不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 认为 


B= YeeD= fE: 2-91 < ke 


ee 
YEAS 


Aj ={k € Z": B(k, vn) c Dj} 


BREDO) 多 个 个 点 , 有 


HI = Yo OF pl > DO F orel az 2. 


kez keA; 


HH(6.2.28) 和 (6.2.29)， 


Fling Z IFI 


了 99) 一 n> 


(6.2.26) 


寻 到 ， 


(6.2.27) 


(6.2.28) 


(6.2.29) 


J: 
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xe T (6.2.27). 


情形 1.2. (1/p,1/q) € So. 先 考察 9 = 00 的 情形 . Wel) = (27,0,...,0) 
Rl f = F lop0)), 我 们 看 到 


fag 212 Na- 


Fig < co, 我 们 来 证 明 
Mpa £ Be U BE oo: (6.2.30) 


wf € F(R”) 为 Schwartz 函数 满足 suppf C { :|&| < 1/2, i = 1,...,n}. 
ZN > 1,0<2e< 1, 


k(7) = (201,0, ...,0) € Z”, (6.2.31) 
=y NNER): (6.2.32) 
j=1 


注意 suppF C UX Qro) 则 可 以 得 到 


aF=0 if KARG) +L [lo <1. (6.2.33) 


IFN > 1, 人 们 知道 


FN, <È >D | Deca +eF ly. 


1 las 


DE yack’ — kO 


和 Issl 
OO 

ao a a 
和 LIwsl 


SRE € Mpg. 另 一 方面 , Ms > s, 有 


~ 

= 

Sa 
2A 
H 


(6.2.34) 


IFllB;, 2 S2] 全 > 
j=l 
ca . 
z >) 27%) || Any Flip 


j=l 
Oo 


> S262) Ni FON Xn Fl — kE, (6.2.35) 
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这 里 wj = p27). F [3/4,5/ 和 时 yp(é) = 1, FÆ, 
FION XG Fl KO) = FX Ou Fe — (7)). (6.2.36) 


由 (6.2.35) 和 (6.2.36)， 
IF |b: T ee (6.2.37) 
j=l 


述 讨论 也 说 明 F ¢ BS, 

情形 1.3. (1/p, iia E Sı- HEA EE Pp := {€: |& — kil < 5/8, 1 < 
i < n}itton(€) = 0, E € Dj(= {E : $ -2971 < Jé] < $- AHER RK 
数 满足 oj(6) =1.% 


Aj ={k EZ": Qe C Dj}, Fl. (6.2.38) 


Jy WARE AO(2) 个 元 素 . Hf E (R?) NE Schwartz BUG Lsuppf C 
B(0, 1/8), 


g(a) = Soe (nf (x), ef = F(-— k). (6.2.39) 


keA; 


注意 supp7 却 fC B(0,1/8), 可 见 supp 7, (7. f) N supp oe =0,k AL. 于 是 


1/q 
lgllMp a > (5 siasa] 


keA; 


1/q 
-(5 lF- ool) s) > 2in/a (6.2.40) 


keA 


另 一 方面 , suppg C {€: 2-1 < |El < 2944}. 因此 ， 


1 1/q 
alae < ( © T (62.41) 
' l=-1 


使 用 乘 子 估计 和 Holder 不 等 式 ， 


二 2 
| 有 -oj 多 gl < lollo < Iiiz?” lgl. (6.2.42) 
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J: 


1Plancherel 等 式 ， 


keA; 


1/2 
lgll2 = 1 人 2 = (L NO Inle ™ F(E) ja) < 23/2, (6.2.43) 


HUME Bic f (x) = f(|z|) 为 |z| 的 单调 减 函数 . 由 f € A(R"), 我 们 有 


\f(e—k)| S$ Q4+|e—k)-%, N11. (6.2.44) 
记 
Bo = {k € A; : |x — k| <2}, Bi={k € Aj: 2° < |r- k| < +}. 
Bi 包含 至 多 O(2") 个 成 员 . 从 (6.2.44) 可 以 看 到 


< >》 jz 一 月 | yt Siam f2is Soa Ni <], 


i20 kEB; i21 i20 
(6.2.45) 
综合 (6.2.42), (6.2.43) and (6.2.45), we have 
lF pF gl < 2. (6.2.46) 
14 (6.2.46) 41RA (6.2.41), 然后 使 用 (6.2.40), 立即 有 
lll pasar) < < Ilani < I allpa: (6.2.47) 
这 缠 含 结论 . 
下 面 证 明 第 二 个 仍 入 的 必要 性 . 只 要 证 明 
op ¢ BO, Wn > 0. (6.2.48) 
注意 
Rı = {(1/p, 1/4) € R4 : 1/g > 1/p, 1/p + 1/4 > 1}; 
Rə = {(1/p, 1/4) € R4 : 1/q < 1/p, 1/p > 1/2}; 


Rs = RÊ \ (Ri U Rə). 


考虑 下 面 三 种 情形 . 
情形 2.1. (1/p, 1/q) € Ri. 这 种 情形 我 们 已 在 情形 1.1 证 明 过 了 . 
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情形 2.2. (1/p, 1/4) € Re. 假设 存在 7 > 0, Mp VPY- c BoB 
们 来 导出 矛盾 . 若 1 < p,q < 00, 由 对 偶 性 BO „ CM MMP Hada , 这 和 第 
ARATE. 如 果 p = oo 或 g = co, F 可 以 使 用 与 情形 1 相似 的 技巧 证 明 . 事 
XE, wf = Flej, A 


Fla, > IF erep Z ZO”. (6.2.49) 


另 一 方面 ， 


IF r < Sup(k) || opl S$ 2VO-U™), (6.2.50) 
p,00 k 


1/q 
ms > paas] <2Pi, (6.2.51) 


|k]€[29—*,29+7] 


从 (6.2.49)-(6.2.51), 便 知 (6.2.48) Æp = œ Bq = 00 的 情形 也 对 . 

情形 2.3. (1/p, 1/q) € Ro. Wf € A(R") 满足 f(0) = 1, supp f C Qo. 
选取 0 < a < 1 (将 在 下 面 (6.2.57) 中 被 固定 ), i f.(x) = f(x/a). aie 
Supp fa C Qoa = {€: |&i| < 1/2a, 1<i<n}. BZD; = {€: 3-271 < 
EL < 2-271} RB ABO”) SAAN Kaa := Us Qoa; 
i= 1,..., O(a” 2”). WA; = {k(i) : i = 1, ..., O(a 2”)}, 


ga) = 5 ee): (6.2.52) 
KEA; 
对 任何 N > 1, 
LŒ] < CN + lal), (6.2.53) 
从 而 
|fa(x)| < Cna” |e”. (6.2.54) 


FH f(x) 的 连续 性 且 f(0) = 1, 推出 存在 o > 0 使 得 ” 
lfa(v)| >1/2, ze B(O, o). (6.2.55) 
从 (6.2.52) 和 (6.2.55) 得 到 , 对 任何 x € B(k(i), o), 


gl > fale- k- > lalz- k) 
kEAj\{k(i)} 


事实 上 o 可 以 取 成 = ago, oo > 0 仅 依 赖 于 户 与 a 无 关 . 


aq 
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1 
aa pe _ [fale = k) (6.2.56) 
ke Aj\{k(a)} 
iAje := {k € Aj: 2? < |k- kO] < 29}. 可 以 进一步 假设 f(z) 是 |z| 的 单 


调 递减 函数 . eve _ nom) Min, 对 任何 zx € B(k(4), o), 


> = > I 


keEA;\{k(i)} {>1 keEAj;e 
<C> > anr2n| /2 — o)| 
£21 
< O a i < 1/4, (6.2.57) 


£21 


其 中 NN > n 十 1, CCNwan < 1/4. 因此 , M(6.2.56) 和 (6.2.57) 导出 


lg(z)| > 1/4, x € B(k(i), o). (6.2.58) 
从 而 , EH (6.2.58), 有 
O(a"277 ) 1 | 
lg(z)lly 2 tA IXB EO 0) > (ao) PiP, (6.2.59) 
i=1 
p 


其 中 e 和 a 不 依赖 于 7 > 1， 可 以 假设 pj;(&) = 1, € € Dj. HFsuppg c Dj, 
有 .多 -1pj 罗 9g = g. 因此 , (6.2.59) 导致 了 


lglge, > IF 1p;99llp Z (a0) P2. (6.2.60) 


另 一 方面 ， 


1/q 
all ygncr/m—ayay = | paasa] 


|kle[23=1,25+1] 


< Qri/P sup lF tokF gllp- (6.2.61) 
|kle[29-1,29+7] 


因为 supp ok EAMA bb 个 supp relTefa) 相交 , 使 用 乘 子 估计 ， 
|F7onF gllp < lif llp- (6.2.62) 


因此 , (6.2.61) 和 (6.2.62) HE T 


lll yeg- S gaw, (6.2.63) 


(6.2.60) 和 (6.2.63) 立即 得 到 (6.2.48). 到 此 定理 6.2.1 全 部 证 完 . 
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$86.3 NLS 和 NLKG 方程 


如 本 章 前 言 指出 , 色散 半 群 和 频率 一 致 分 解 算 子 相 结合 , 能 得 到 一 些 很 好 
的 性 质 . 这 一 节 我 们 讨论 这 些 性 质 . el EME ,的 有 界 1 179] 得 到 , 这 里 
的 简单 证 明 属 于 [179], [179] 考 虑 了 半 群 G(t) = el%+it 人 A (a > 0) Mp AF 
性 , 证 明 对 a = 0 的 情况 也 适用 . 定理 6.3.11 由 [9, 32] 得 到 . 其 余 都 是 本 书 第 


一 作者 和 合作 者 得 到 . 
86.3.1 ” 半 群 的 基本 估计 


设 S(t) = e^ 表示 Schrodinger 半 群 . 首先 , 我 们 证 明 口 S(t) 
为 一 致 有 界 算 子 . 


E T R 
Sflp < > [Fore oflo 


lllo <1 


= it|¢|? 
< >》 FT nse hOll- 


llloo <1 


因此 , RREH (ope P. EART, 


= way e/2 = :| £2 
[F one ) = Foe! Ia 


1—n/2L i 2 2L 
S lloolly 7” S~ De(coeitk 12 
lal=L 


Slee). 


注意 到 


S(t) fl = Oxfl2. 
由 复 插值 , 立即 得 到 
CSO) Flo S (+ thO flp. 


命题 6.3.1. Hs eR, 1<p<w,0<q<oo. 则 有 


SC Fla S + le)?" Flug, 


pa ™ 


: LP > LP 


(6.3.1) 


(6.3.2) 


(6.3.3) 


(6.3.4) 


(6.3.5) 


Pit, 我 们 转 而 讨论 衰减 估计 . 由 第 二 章 , S(t) 满足 下 面 的 L? — Le" 估计 : 


[sf Sle"? “fll, 2< P< 00, 


(6.3.6) 
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其 中 1/p 十 1/p' = 1. 我 们 还 有 
| (jp S ~~ Osreflly, 2<p&o%, (6.3.7) 
tlw <1 
事实 上 , 由 Young 不 等 式 和 Hoé6lder 不 等 式 , 有 
| 


LEA 


xS(t)fllp < X F okore expl itë) F f 


X llore expl- itlél oF flly < |O fllp- 
LEA 
结合 (6.3.6) 和 (6.3.7)， 
eS) Fly S A+ le) VHD [Of 2< p< co, (6.3.8) 
(6.3.8) 两 端 乘 以 (k)s, 然后 求 《 范 数 , 有 
IS()Fllag S + le) OP | lla, 
命题 6.3.2. Hs CR, 2<p<co,1/pt+1/p' =1,0<q <œ. WA 
IS) fa, S A+ le)? I fl, ， (6.3.9) 
下 面 , 我 们 考虑 和 Klein-Gordon 方程 的 解 有 关 的 半 群 G(b = eit? 
I-A. 
IGE fllp < > IF ore ofp 
tloo<1 
< So F oree" ® Ian flp (6.3.10) 
lleo<1 
因此 , R REHIA (ope) || 1. 使 用 乘 子 估计 ， 
lr one Ia = || F (ove II, 
alok M E De (ooel§+) 977 
ja/=L 
SUP), (6.3.11) 
注意 到 
eG) fll = Oe flle- (6.3.12) 
] 复 插值 , 立即 得 到 


DGC) Fl S$ A+ jej) 


kf llp- (6.3.13) 
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命题 6.3.3. k&seR,1<p<w,0<q<oo. WA 


|G Flaa SG Flags 


pq ™ 


我 们 已 经 知道 , G) 满足 如 下 LP? — L” 估计 : 


IG@Flly-2-@ S [ef ee MP) Fle, 


> 
+t 


M (6.3.15) 得 到 


| GHS gw S |e MO?) | kf ly 


EHRT Iit, 


[Dx(7 — A)? S (Klal 


由 (6.3.17) 和 (6.3.18), 有 
IGE flle S (7 >》 | k+eG CE) Fl p20) 


LEA 


二 DR 


LEA 


另 一 方面 , HHölder 和 Young 不 等 式 ， 


i 2\1/2 > 
[EGS lor Tel) Fl 


(FO flp 


2 用 >: 


> 


~ | 


从 而 , 对 任何 9 € [0,1], (6.3.19) 和 (6.3.20) 可 以 推出 


LEA 


y 2)1/2 
J jape TRA SOK of ly 


IGOS S (BY? a MOP S Oello. 


(6.3.14) 


(6.3.15) 


(6.3.16) 


(6.3.17) 


(6.3.18) 


(6.3.19) 


(6.3.20) 


(6.3.21) 


= 
N 
OO 
%8 
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[DGC Flp S e S eer liy (6.3.22) 


LEA 


结合 (6.3.21) 和 (6.3.22), 我 们 得 到 


KEM Fla S (KPa H eh S efl- (6.3.23) 


LEA 


(6.3.23) 两 端 乘 以 (k)s ZAAR 范 数 , 立即 得 到 


命题 6.3.4. its € R, 2 < p < œ, 1/p + 1/p' =1,0<q< œ, 0 € [0,1], 
o(p) 由 (6.3.16) 定义 . WA 


IGOS Ilm 


paq N 


S (1+ le) 2M) | re (6.3.24) 
p',q 


86.3.2” 模 空间 上 的 Strichartz 估 计 
为 了 方便 , 我 们 采用 下 面 的 记号 : 


1/q 
ll fesac ry, Le) = [x (k)*4|| alee run) ) (6.3.25) 


kez” 


RGE = E T L?)), Gb (L 
ib, 可 以 抽象 为 下 面 的 不 等 式 


P en) = 4 (L(L, L?)). AZ EHH 


lUS, S 


paq ~N 


(1 十 全) 一 Zae (6.3.26) 


其 中 2 < p< œ, 1<q< œ, a= alp) €R, = (p) > 0, 0,6 Fite R LX. 
这 里 U(t) 为 某 个 色散 半 和 群 : 


U(t) = FPO 多 ， (6.3.27) 


P(.):R° > R 为 某 个 实 值 函数 . 本 节 在 U(t) HAL (6.3.26) 和 (6.3.27) 的 条 件 
下 , 推导 U(t) 在 模 空间 上 的 Strichartz 估 计 . 

总 的 来 说 , 前 面 83.2 的 Strichartz 估 计 对 模 空间 上 都 对 , 我 们 只 要 替换 83.2 中 
的 XX* = Myo, X° = Mga. 但 是 , 我 们 不 要 息 记 估计 (6.3.26) 是 一 个 在 t = 0 时 
不 含 奇 性 的 估计 , 这 导致 模 空间 上 的 Strichartz 估 计 没 有 限制 条 件 6 < 1, 从 而 
要 比 83.2 的 结果 要 好 得 多 . 
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命题 6.3.5. U(t) 满足 (6.3.26) 和 (6.3.27). WHET > 2 v (2/8), 有 


IUl geza gyr rey £ Flm a: (6.3.28) 


此 外 , By > q, MA 


lOO) Fj, ce need?) < IF IMa: (6.3.29) 


证 明 . 证 明 的 想法 和 83.2 相 同 . 但 是 我 们 需要 仔细 处 理 指标 a, p,q, y 首先 
考虑 1 <q < co 的 情形 . 我 们 来 证 明 


[OWS HOA S Ware ara) (6.3.30) 


对 所 有 fe€ ZR”), Y E CSR, F(R”) 成 立 . 注意 到 .F(R") 和 OLR, 7(R”)) 
分 别 在 Ma q M (LY (R, L’)), 中 稠密 , (6.3.30) WA (6.3.28). 由 对 偶 性 ， 


[RGR | fn, /cowad| (6.3.31) 
R R My q! 
对 任何 k € Z”, 
2 
| e | opener | 
S l ove |e f UE- s)e(o)as | (6.3.32) 
R L7(R,L?) 


BAA{Ok}eean 是 几乎 正 交 的 , 由 (6.3.26) 和 | lu, , KEX, 结合 乘 子 估计 , 便 


JOU Fs S OA S Dref 


llloo<1 


<a | (6.3.33) 


如 果 6 A 1, 应 用 (6.3.33), 和 Young 或 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 可 以 得 
到 8 


lox f ve- sv)as 


Sk) Oe ley Ry (6.3.34) 
L1(R,LP) 


3 因为 (t s)? < |t—s|~°, “46 < 1, y =2/6 时 , 我 们 可 以 用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 


nit 
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Fô = 1, y > 2, 可 以 用 Young 不 等 式 得 到 (6.3.34) 成 立 . Ay =2 H ô= 1, 可 
以 用 82.3 的 方法 得 到 (6.3.34). 因此 由 (6.3.32) 和 (6.3.34), 我 们 有 


| f vow < wle (6.3.35) 
2 
(6.3.35) PARL 范 数 , 有 
[esos] Sli panne ry (6.3.36) 
Mo q! 


(6.3.31) 和 (6.3.36) 2&4 (6.3.30). 
若 7 > q, 由 Minkowski 不 等 式 , 可 见 (6.3.29) 左 端 可 被 (6.3.28) 左 端 控制 . 
下 面 考虑 q = 1. 只 要 证 
[vs wa S MF lite dtl oar R r) (6.3.37) 
fe A(R") My € CF?(R,.F(R")) 成 立 . 重复 上 面 的 过 程 , 可 以 证 明 22 
记 


(Y fN) = f “U(t—s)f(s,-)ds. (6.3.38) 
命题 6.3.6. U(t) 满足 (6.3.26) 和 (6.3.27). 对 任何 y > 2V (2/5), AMA 
IZ Fleer, SWF llp-er29 ry ze (6.3.39) 
另外 , By <q 则 
lY fi Rm) £ IF] LY (RMSP (6.3.40) 


证 明 . 我 们 仅 给 出 证 明 概 要 . 使 用 和 (6.3.32), (6.3.34), (6.3.35), 一 样 的 方 


法 ， 


IZ Fla < (k) "| 
(6.3.41) 可 以 退出 (6.3.39). 使 用 Minkowski 不 等 式 , 从 (6.3.39) 得 到 (6.3.40). 


命题 6.3.7. U (t) 满足 (6.3.26) 和 (6.3.27). 对 任何 y > 2V (2/5), 有 


i (6.3.41) 


| 上 多 javadzr za < 上 eastrzyR rz: (6.3.42) 


BW, 当 6 = 1, y = 2 时 假设 g < 2, WAT > 2v (2/6), 有 


IZ FI eel?) < Lc Rm7 (6.3.43) 
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证 明 . 我 们 仅 给 出 证 明 (6.3.43) 的 概要 . 7H (6.3.26), 可 得 到 


IZ F ge S fe-s IFCS) -aaads， (6.3.44) 


当 5 =1 


i 


46 #1, MI = 1 Ay > 2, 可 以 使 用 和 (6.3.34) 一 样 的 方法 得 到 结 
Hy = 2, 从 (6.3.34) 和 Minkowski 不 等 式 得 到 (6.3.43) 成 立 . 


命题 6.3.8. U(t) 满足 (6.3.26) 和 (6.3.27), y 满足 y > max(2/5,2). MA 


IZ fl za 9 08 rey £ lleer) (6.3.45) 


另外 , By >q, 则 
| 多 Jr nal?) 六 IFI R, ae (6.3.46) 


证 明 . itf, y € CS (R, A(R"). 由 命题 6.3.6, 得 到 


[hoe r)dr, w(t “oa 


| fu Dw (td 
Lo (R, My) 


> FILER, Mao laa Ly R, LP) . (6.3.47) 


S IFI R, M2.) 


因为 多 € CP (R, A(R") E? (LY (R, L”’)) 和 oj“2(LY (R, L?’)) 稠密 , 由 
对 偶 性 , 我 们 得 到 结果 . 

Schrödinger 半 群 对 应 a = 0, 6 = n(1/2 — 1/p), 2 < p< œ. Æ 
题 6.3.5-6.3.7 中 取 g = 1, 有 


推论 6.3.9. 设 2 < p < co, y 2 2V q(p), 


a = n(5 A (6.3.48) 


设 S(t) = eA, A = fi S(t—s)-ds. WA 


S(t) lle gre, zey S lellu» (6.3.49) 


lA Flle rR, reyon err) S UF lle arer (6.3.50) 
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2 1 1 1 1 
aa n(5 = 动 20 = (n + 2)0(5 = Al (6.3.51) 
设 G(t) H (6.3.15) ZL, Z = fi Gt — s) - ds. MIttEfTy > 2V lp), 有 


IG) pll- ,Ls)) < | el q> (6.3.52) 


l2 fl oa ry 0R, Lo ne (LY (R,L?)) | fa cry Ry (6.3.53) 


86.3.3 ”NLS 和 NLKG 的 适 定性 


我 们 考虑 NLS 方 程 的 初 值 问题 ; 
iu, + Au = f(u), u(0, x)= u(x), (6.3.54) 


注意 到 B& C Moo C B&1 AERA, 并 且 到 目前 为 止 , 我 们 无 法 实 
现 NLS 方 程 在 Bs ;的 适 定性 . 但 是 我 们 可 以 实现 NLS 方 程 在 M1 的 局 部 适 定 
性 . 我 们 有 下 面 的 结论 ( 见 [9, 32]). 


定理 6.3.11. itn > 1, f(u) = Alulfu, x € 2N, A € R, uo € Mp1, 
l<p<oo. WHET > 0, 使 得 (6.3.54) 有 唯一 解 u_€ C([0,T), Mp1). E 
ÆT < co, 则 lim sup; ar llulla = oo. 


当 非 线性 项 为 指数 函数 时 , 结论 也 对 . 注意 到 有 2 人 2 C M1 C BY1NC(R") 
也 为 最 佳 庶 入 , 我 们 可 以 得 到 NLS 方 程 在 M1 的 小 初 值 整体 适 定性 . 


定理 6.3.12. itn > 1, f(u) = Alul*u, k € 2N, A E R, K > 4/n, uo E€ M21 
且 存 在 适当 小 的 6 > 0 使 得 ||uollaei < 5. (6.3.54) 有 唯一 解 


u € C(R, M21) N £4 (LE ter) (6.3.55) 


其 中 pDE [2+ 4/n, 2+ K] ON, Hirer) $ (6.3.25) 定义 . 


ar 6.3.13. itn > 2, f(u) = A(eM#l?—-1)u, A € C, o > 0. 假定 uo € Mo, 
且 存 在 适当 小 的 6 > 0 使 得 ||uollaei <8. A (6.3.54) 有 唯一 解 


u € C(R, M21) N LE (Lf ter). (6.3.56) 


定理 6.3.11 的 证 明 依赖 于 M1 的 代数 结构 . 
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引 理 6.3.14. 设 1 < p< oo, NA Mp, 为 Banach 代数 . 


引 理 6.3.14 的 证 明 类 似 于 Navier-Stokes 方 程 一 章 中 请 3 | 的 代数 结构 ,从 略 . 


定理 6.3.11 的 证 明 . 记 
t 
A f(t, x) = f S(t — T) f(T, x)dr. 
0 
考虑 映射 
TF : ult) > S(t)up — iW f(u). 


我 们 记 


(6.3.57) 


D = {u : llulle(or}:mMp1) < M}, dlu, v) = |lu— vlle(o,r]:Mp.1)> 


其 中 和 M = 2C|luol| ng, a Fru © P, 由 命题 6.3.1 和 My, 1 的 代数 结构 ， 


|Zulccon:m) < O +T’ luolaa + Tulto zn, 


可 以 选 到 适当 小 的 0 < T <1 使 得 CTM* < 1/2. 由 此 得 到 .2 : (D 


为 压缩 映射 . 其 余 证 明 是 标准 的 , 从 略 . 


引 理 6.3.15. 设 1 < p, pi, Y, Yi < 00 满足 


则 有 


iv. nlle (L7(R,L?) <O” II [uille (L%(R,LPi))> 


证 明 . REZEN = 2 的 情形 . 我 们 有 
Ox (aru) lip < > IOr(Oan Oyx2)IIp. 


i jEZ” 


注意 到 当 |k — i — j| > ko(n), Di(Diui Oju) = 0, 其 中 ko(n) 表示 


的 常数 , 从 (6.3.61) 得 到 


|x (ure)IIp < >，1IDROaaa Oju2)|lpXik-i-jl<ko(n) 
i jEZ” 


(6.3.58) 


,d) > (D, d) 


(6.3.59) 


(6.3.60) 


(6.3.61) 


只 依赖 于 n 


(6.3.62) 
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应 用 Bernstein 估计 和 Halder 不 等 式 , (6.3.62) ZF 


| Ok(uru2)llp < XO || Oiu |lp: || Oju2llp2Xk-i-5|<ko(n)- (6.3.63) 
i jEzZ” 


因此 , H (6.3.63), Hölder 和 Minkowski 不 等 式 , 我 们 得 到 


luru2lla (L7(R,LP)) 


1/y 
2 | [CE Wel pelniem) a) 


keZ i jEZ” 


SX >》 Da Oller roy) Djue(t) Izv (e,172)X\e-i—j<ho(n) (6-3-64) 
KEL i,jeZ” 


使 用 Young 不 等 式 , 由 (6.3.64) 可 推出 


luruzlla (ro cm rey £ luille (rm r,e) leader Cra CR, Lo2)): (6.3.65) 


使 用 归纳 法 和 (6.3.65), 我 们 可 以 得 到 想 要 的 结果 . 
选取 pe N, p € [2 +4/n,2 + 4], 


X = Lh(L” (R, L?)) N 4b (L” (R, LP)), (6.3.66) 
易 见 
2 1 1\_ n(p-2) 
， <n G 2) E (6.3.67) 


且 (6.3.67) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 p = 2 ++ 4/m. 使 用 推论 6.3.9， 


I|S(t)uollx S |luollate,s 5 (6.3.68) 


定理 6.3.12 的 证 明 . wX 由 (6.3.66) 定义 , 9 由 (6.3.57) 定 义 . 由 (6.3.68) 和 (6.3.69)， 


|Fullx S luola + hf wr y (6.3.70) 
( 2,tER) 


因为 pe [2 + 4/n,2 + K], 我 们 有 


= =4 (6.3.71) 
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由 以 引 理 6.3.15， 


etla ar 3 elier ,yl ea a (6.3.72) 
因为 
|| Dull < || Oul, i EZ”, (6.3.73) 
H (6.3.72) 和 (6.3.73), 我 们 有 ， 
rt) Z en) S lulz“. (6.3.74) 
M (6.3.70) 和 (6.3.74) 导出 
|| Zullx < luolan + lulz". (6.3.75) 
取 
D={u: |lullx <M}, d(u,v) = |lu- vllx, (6.3.76) 


我 们 看 到 , AM > 0 适当 小 , luollae £ M/2, WZ : (D,d) > (D,q) 为 压缩 
映射 , 这 导致 (6.3.54) 有 解 wEe X. 其 余 证 明 略 . 
定理 6.3.13 的 证 明基 本 上 平行 于 定理 6.3.12. 设 


= (h(L™(R, L”)) n (Le teR): (6.3.77) 
则 有 
| Zully Suolaes +g “luul Baa) (6.3.78) 
使 用 引 理 6.3.15， 
[+| < C7 ull 7 lle TA an < Ot jut, 


4/3 ~N 
e} (Ly ter) 


(6.3.79) 
因此 ， 


~ Cag 2k4+1 
| Fully S |luoll te. + lull’. (6.3.80) 
k=1 


{8 FH (6.3.80), 并 结合 上 述 定理 6.3.12 的 证 明 , 可 以 得 到 定理 6.3.13. 
关于 非 线 性 Klein-Gordon 方 程 ， 


uu +(I— A)u+ f(u)=0, u(0) = uo, u(0) = u, (6.3.81) 


按照 平行 于 NLS 方 程 的 想法 , 我 们 可 以 证 明 下 面 的 结 
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定理 6.3.16. itn > 1, f(u) = Alul*u, k € 2N, A € R, (uo, u) € 
Mpi x Moi, 1 <p < œ. WHAT > 0, 使 得 (6.3.54) 有 唯一 解 (u, wt) € 
C([0,T), Mp1) x C0, T), Mz). 且 若 T < oo, Mlimsup, zr (llulla + 


p,l 
Dla) = 00. 


当 非 线性 项 为 指数 函数 时 , 结论 也 对 . 结论 的 证 明 只 需要 使 用 引 理 6.3.3. 
使 用 Strichartz 估 计 , 类 似 NLS 方 程 , 可 ec 


定理 6.3.17. itn > 1, f(u) =a(ul**), K E N, k 24/n. 2 
n+2 


= 一 . .3.82 

= (6.3.82) 

假设 (uo， U1) E€ Ms 1X My) BHE ) 896 > 0 使 得 oe + lulls- < 
5. 则 (6.3.81) 有 唯一 解 

u € C(R, M31) N (Lie). (6.3.83) 

定理 6.3.18. iin > 2, f(u) = sinhu — u, o = (n+ 2)/4n. ik (uo, u1) € 

MS, x M981” 且 存 在 适当 小 的 6 > 0 满足 ||uollazg ,十 luallazz-: < ô. 则 (6.3.81) 

有 唯一 解 l 
u € C(R, M31) NU (Liter). (6.3.84) 


56.4 “导数 非 线性 Schrodinger 方程 


86.4.1 ”方程 模型 和 研究 方法 简介 
我 们 研究 下 面 的 导数 非 线 性 Schr6dinger 方 程 (gNLS) 


iu, + Ayu = F(u,u, Vu, Vu), u(0, x)= uo(z), (6.4.1) 


其 中 为 (t,x) € R x R” 的 复 值 函 数 ， 


Aiu= >》 (ao, eiE{l,—1}, i=1,.,n, (6.4.2) 
V = (ôm, -o rn), F: COP = C 为 一 个 多 项 式 级 数 ， 


F(z) = F(21,.,2n42)= Š, cpa”, cp eC, (6.4.3) 
m+1<|f|<co 
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2 <m <œ, m EN, sups |cg| < 00%. 典型 的 非 线性 项 是 下 面 的 
入 . 


F(u,%, Vu, Vii) = |u|’ A: Vu +u? f- Vat |ul?u, 


这 种 模型 的 物理 背景 可 见 [160, 38, 27]. 另 一 种 模型 为 
F(u,%, Vu, Vii) = (1 F |u|?) t (Vu) = 5 1)" l" (Vu) a, lu] <1, 
k=0 

这 是 Schr6dinger 流 的 一 种 变形 [37], 也 和 铁 磁 链 方程 组 有 关 [68, 185]. 非 椭 圆 的 
导数 非 线 性 Schr6dinger 方 程 也 是 有 物理 背景 的 , 比如 在 水 波 问 题 、 高 维 完全 可 
models 等 , 见 [183, 184, 1, 100]. 关于 导数 Schr6dinger 方 程 近年 来 得 到 系列 
研究 , 见 [68, 76, 78, 83, 85, 86, 92, 93, 126, 138]. 
研究 gNLS 方 程 , 由 于 Strichartz 不 等 式 两 端的 导数 正则 性 相同 , 因此 , 仅 
用 Strichartz 估计 无 法 做 出 gNLS 方 程 的 整体 适 定 性 . 我 们 需要 其 它 技巧 处 理 非 
线性 项 中 含有 导数 的 项 . 到 目前 为 止 , 有 三 种 方法 被 发 现 . 一 种 是 使 用 标准 的 
能 量 估计 来 处 理 非 线 性 项 中 的 导数 ; 男 一 种 是 使 用 Bourgain 类 空间 X5% 吸 收 非 
线性 项 中 的 导数 ; 第 三 种 技巧 是 直接 使 用 Schrodinger 群 的 光滑 效应 处 理 非 线 
性 项 中 的 导数 . 当然 , 这 些 方法 不 完全 是 孤立 的 , 它们 之 间 有 联系 . 

对 一 维 空间 和 高 维 空间 椭圆 型 的 gNLS, 能 量 方法 可 以 得 到 适当 小 初 值 的 
整体 存在 唯一 性 结果 , 近 二 十 多 年 来 一 直 有 新 的 结果 出 现 , 见 [92, 93, 138, 126]. 
对 非 桶 圆 型 的 gNLS, Kenig, Ponce 和 Vega 使 用 光滑 效应 方法 , 得 到 很 光滑 的 
大 初 值 的 局 部 解 的 适 定性 , 见 [78, 83]. 最 近 , 本 书 第 一 作者 和 合作 者 做 出 非 椭 
加 型 的 gNLS 的 小 初 值 整体 适 定性 和 散射 算 子 的 存在 性 , 见 [175]. 

能 量 方法 的 局 限 性 在 于 对 非 线性 项 的 结构 要 求 比较 苛刻 , 或 者 要 求 初始 
值 的 衰减 性 、 解 析 性 ; 能 量 方法 的 优势 是 比较 简单 . Xs% 对 一 维 空间 的 适 定 
性 处 理 非 常 有 效 , 对 高 维 空间 变 得 很 困难 ; 男 一 方面 , 对 高 维 非 椭圆 的 gNLS， 
Xs 方 法 看 来 更 加 困难 , 目前 尚未 有 发 现 有 人 用 此 方法 做 出 结果 ; X 方法 的 
优势 是 能 降低 初 值 的 正则 性 . 到 目前 为 止 , 散射 算 子 的 存在 性 无 法 用 能 量 估 计 
和 Xs" 做 出 . 

本 书 使 用 光滑 效应 估计 和 频率 空间 一 致 分 解 方法 相 结合 , 我 们 证 明 gNLS 方 
程 在 模 空间 的 小 初 值 整体 适 定性 以 及 散射 算 子 的 存在 性 , 结果 也 包含 了 非 椭圆 
情形 的 适 定性 和 散射 算 子 的 存在 性 . 

为 了 便于 读者 理解 , 我 们 先 交 待 基本 想法 . 记 


S(t) = eitA+ 一 Fret Lj 9G F, A f(t,7) = f S(t — 7) f(T, x)dr. 
0 


oO 


事实 上 , 我 们 只 需要 |cg| < Cll. 
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为 了 说 明 想法 , 我 们 把 非 线性 项 简化 为 Fw 元 Vu, Va) = XV (lulu). 按照 第 
三 章 引言 , 我 们 需要 解 积分 方程 


u(t) = S(t)ug — io X - V (u|u). 


基于 一 维 Schr6dinger 群 的 光滑 效应 估计 , 我 们 很 容易 证 明 下 面 的 高 维 光 滑 效应 
估计 : 


1/2 < 
| Dy Suolan gann Š loll (6.4.4) 
t \Tjljži 
lôn fllo 12 L2(R1+n) | flys 22 二 fs (6.4.5) 
Ti (aj)jzi t tia * 


其 中 各 向 异性 的 Lebesgue 空 间 定 义 为 (以 下 总 假定 各 问 异性 的 Lebesgue 空 间 定 
NÆR!” E) 


LY? (RxR”-1) aa R) 。 (6.4.6) 


Wan, = [laze 


voti 1 LED On 


按照 scaling 不 变性 , 这 两 个 估计 最 佳 . 根据 (6.4.19)， 应 选取 ZLSTA ) 到 作为 
工作 空间 处 理 非 线性 项 的 导数 0,,. 按照 积分 方程 , 有 


n 
lOc tlhoge re, rS |D uol +) lêz: (Null £2 z2 (6.4.7) 
i=1 


T1 (aig T1 (æj)jg1 t 


现在 需要 做 非 线性 估计 . 本 质 上 , 需要 处 理 下 面 两 种 非 线性 估计 : 


= 2 = 2 
T = |[0z, (|u| wi, 12, y, ER"): IT = |[Oz, (lul lw, ye, EP 
先 看 7 的 估计 . 使 用 Ha5lder 不 等 式 , 有 
I < | tll p00 (ie. ee 6.4.8 
< || i tll nerd, ay EE lta, bee. i ( ) 
所 以 ， RIDE mt lull Le ) ,Le 按照 积分 方程 , 需要 估计 
Tj)j#1 
co Co < co co 2 co O. 
lela, ug, re < USC uolea, og, ap HITAN re r 


遗憾 的 是 , 我 们 不 能 直接 做 出 整体 估计 , 但 可 以 得 到 IIS(t)uollza, zee Le 的 
频率 局 部 化 估计 : 


IDS Huoli re, ne S (k1) ?Ouoll2. (6.4.9) 


ML lejja 
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由 于 (6.4.9) 只 是 一 个 局 部 估计 , 这 使 得 我 们 需要 频率 局 部 化 上 面 的 讨论 . 从 而 ， 
我 们 需要 局 部 化 (6.4.7), 引进 下 面 的 : 

lule cage 2,28) = x (k1)*|| RU yah (6.4.10) 

keZ”, |k1|>4 
lulle 2, ræ Can =r [|e | rg, pr (6.4.11) 
KEZm 

注意 到 光滑 效应 估计 中 低频 部 分 估计 还 不 如 Strichartz 估 计 好 , 所 以 在 (6.4.10) 中 
我 们 去 掉 了 方向 的 低频 部 分 ， 如 果 我 们 不 考虑 最 优 的 估计 , 上 面 的 (6.4.9) 估 
HEART 

e R S llull 12 T pe r” rV (lul wz. 

m” keZn 
做 非 线性 估计 ， 
3 
lulagz re, zo) S luly + | > (202IDaullzazs | . (6.4.12) 
1 (77)jz1 2,1 ken" 
这 意味 着 我 们 还 需要 下 面 的 范 数 : 
lulesegar = Do Alea prs. (6.4.13) 
KEZm 
(6.4.7) 的 局 部 化 形式 为 
[anal 12) $ lolas + PA) "IH PONa se 
(6.4.14) 


通过 做 非 线性 估计 , 我 们 发 现 (6.4.14) 右 端 可 以 被 (6.4.10), (6.4.11) 和 (6.4.13) 


所 控制 . 77 的 估计 更 复杂 一 些 , 我 们 需要 考虑 导数 9 和 空间 (时 (LE LZ.) 5?) 
的 相互 作用 , 详细 可 见 下 面 86.4.5 的 讨论 . 
86.4.2”gNLS 的 整体 适 定性 和 散射 结 

回忆 各 向 异性 Lebesgue 空 间 Lz; Lor ae EP? 由 (6.4.6) 定义 . 对 有 = (ki, .. kn), 


我 们 记 


n 
lluixs = So 


i, @=1 


2 


keZ”, |ki|>4 


(ki) ="? |as, 


sul rs 


2 
Ti (oj t 


J: 
3 


-190 - 第 六 章 频率 空间 一 致 分 解 方法 


n 
+ 2, D [az kU oe Toe? (6.4.15) 
if=1 kez" Pens 
lulls; = > >» (他 )” Wee, ru js an rsrs > (6.4.16) 
{=1 kez" 
lulls = So Nullxs, lulls = Y allss. (6.4.17) 
a=0,1 a=0,1 
定理 6.4.1. itn > 3, m = 2, uo € Mop 且 存 在 适当 小 的 6 > 0, 使 


~N 


6. 进一步 , (6.4.1) ARH FECR, M3”) 中 的 某 个 零 邻 域 映 射 到 CI( 了 R， M3). 


FE l|uoll j 3/2 <ô. 则 (6.4.1) 有 唯一 解 © C(R, a., llull xsyanssya < 


86.4.3 ”各 向 异性 的 线性 估计 
命题 6.4.2. (光滑 效应 ) 对 任何 i = 1,...,n, 有 下 面 的 估计 : 


1/2 
[Pesou], z lola (6.4.18) 
Bh 
lOc fler, r S flle m2, m2: (6.4.19) 
ai) jx: ae) 548 
Or: ¥ F\lroor2 S ID: Filla a (6.4.20) 
了 ZE 


证 明 . 由 标准 的 对 偶 估 计 , (6.4.18) 24 (6.4.20). 所 以 , 我 们 只 需 证 明 前 两 
个 不 等 式 . WT = (xo,...,%n). 使 用 Plancherel 等 式 和 Minkowski 不 等 式 ， 


Suol nse rang < || Feet Fe, (Fauo)| ara (6.4.21) 
回忆 S(t) 在 一 维 空间 的 光滑 效应 估计 ， 
[Ze eo Fu) ,sa ia cay: (6.4.22) 
从 而 , (6.4.21) 和 (6.4.22), 结合 使 用 Plancherel 等 式 , 立即 得 到 (6.4.18). 
记 
w= er el gf (6.4.23) 


不 失 一 般 性 , OEE = E? H Ebi + H EnEn := G+ ELA. 由 Plancherel 等 式 ， 


llran < | Fe ae Fed (6.4.24) 


1 €2 + ER — 


LLY L2 
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做 变量 蔡 换 7 一 u+ JEZ, (6.4.24) 的 右 端 变 成 
= £i —it|é|2 
Ree = Fra (€ tlt Png pe zn f) (6.4.25) 
al H L2L& L2 
E TIH 
回忆 一 维 空间 的 光滑 效应 估计 
az = 二 Fr zf 5 Il Flo. 2R) (6.4.26) 
Le L2(R+) 
HH (6.4.24), (6.4.25) 和 (6.4.26) 得 到 
—itlel2 
lull zx 2222 S le lt gf Ra g (6.4.27) 
使 用 Minkowski 不 等 式 和 Plancherel 等 式 , 立 得 
lulz 222 = fry 2222 i (6.4.28) 


r A f = u—Oy, S(t) f°, S(s)sgn(s 


Ee, 结论 不 变 . 


s)f(s)ds, 可 以 看 出 , (6.4.28) PFH ôr A f 


§6.4.4 ”频率 局 部 化 线性 估计 : 无 导数 相互 作用 情形 


本 节 考 虑 Schr6dinger 群 限制 到 一 
极 大 函数 估计 以 及 它们 和 Strichartz f 


列 {ng}xez € Tr, 回忆 


致 局 部 频率 空间 时 的 光滑 效应 估计 ， 
赴 计 之 间 的 联系 . 设 定义 在 及 上 的 函数 


OK(E) := Nr (E1)---Nkn (En), (6.4.29) 


E YT, 以 下 总 使 用 (6.4.2 


则 有 {ok}xez" 
总 记 k= 2 


llo <1 E+E: 


9). 回忆 Ds = 多 -1ok 多 . 为 方便 , 以 下 


引 理 6.4.3. 队 任何 5 € R, k = (kı, kn) € Z” with |k,| > 4, 有 


| 
Maz. (o EN) 


o < 
De Ul eei 122 og LP? S 


证 明 . 使 用 (6.4.29), 有 


f=-1 


(ki)? Owl er p22 12+ 


ones 


BARDS, by 上 述 不 等 式 对 所 有 k E Z" 都 对 . 


paes S (Fa ENE) WO es = wo 
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使 用 Young 不 等 式 和 


上 有 (He 人 Sa S (ki), 


我 们 立即 得 到 结论 
命题 6.4.4. ( 极 大 函数 估计 ) 设 4/n <q <w,q>2. WA 


kS (t)uoll La Loe Lp Š (ki) 4| kUON L2 (Rn): (6.4.30) 


Ti (@5) 54% t 


WEAR. 为 方便 , WT = (zx1,…, zn-1). 使 用 对 偶 佑 计 , 只 要 证 明 下 面 的 不 等 
I: 


—1 itlel2 = 
|F eE ne, (EE grer) Z (ky)?/4, 


S(t) 满足 下 面 的 衰减 


= i E2 = ee 
|| Fz e 1 eleli ng (E Ilg R») < (1 s ltl) ( 1/2, 
[FE'E m (Ellas R < A+. 


另 一 方面 , 通过 分 部 积分 , 可 以 得 到 当 |zi| > 4tik) WY, 


(Fa tm (€) < lara. 


因此 , 对 所 有 |z1| > 1, 


(F E (E)E S (1 ler)? + (k)? ka) + le). 


Ra S 


el 2 E n =n 
| 要 “Mka CS1) ECE) Lg/2 Le, (gn) S 1 + (ki) /\\((k1) + |z1l) Lg) 


< (i, 


| 此 可 得 到 (6.4.30). 
由 命题 6.4.2, 有 


命题 6.4.5. (频率 局 部 光滑 效应 ) 对 任何 到 三 (ki, kn) € Z”, 有 


| pA Ox; f || p00 12 L2 = | gf llr hr ie (6.4.31) 
Ti (zj)jżi t (7j)jz t 


[oe Bu fliper $ PANOS at (6.4.32) 
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证 明 . 由 命题 6.4.2, 立即 得 到 (6.4.31). 由 命题 6.4.2 和 引 理 6.4.3, 得 到 (6.4.32) 


Hki > 3 时 成 立 . Ak] < 2, 由 命题 6.4.2， 
[OZ ðr jz < leas rð f| 
D a H lrer 
SWOef lies z2 r2 


Ti (Pj) t 


这 蕴含 了 想 要 的 结果 . 


命题 6.4.6. (Strichartz, 光滑 效应 和 极 大 函数 估计 的 关系 ) 设 2 r< o, 
2/y(r) = n(1/2— 1/r) and y > y(r) V2. AMA 


tS (t)uollry rr S |Dkuoll z2»), (6.4.33) 

eA frr2n mr $ Ofle per (6.4.34) 

Ox. flr rr < (hi)? || kfl r2, y, (6.4.35) 

OEE ad) 

pF Ox, fl p20 12 rS ko] kf | LY Le? (6.4.36) 
Ti (aj jei t t Me 

pF On, f | ie. UP qe | klirr (6.4.37) 
7i (æj)j#i 


证 明 . (6.4.33) 和 (6.4.34) 是 Strichartz 估计 的 直接 推论 . H (6.4.30) 可 直接 
得 到 (6.4.37). 为 方便 , id 


人 e f SE nF) vo) al. (6.4.38) 


现在 证 明 (6.4.35). 使 用 Strichartz 不 等 式 , 引 理 6.4.3 和 命题 6.4.5， 


Lx(f, yp) = 


Ly (Ors f,Y) S (k OR Fz 2, a1 LOW 2" r 


S (k) Oefe 12, ot? lly’ gy (6.4.39) 


由 对 侦 性 , (6.4.45) 和 Christ-Kiselev 引 理 ( 见 附录 ) 便 可 得 到 (6.4.35) 成 立 . 交 
换 f Aly 的 位 置 , 立即 得 到 (6.4.36) Mr > 2 WE. Hr = 2, (6.4.36) S(t) 
的 1/2 阶 光 滑 效 应 的 直接 推论 . 


推论 6.4.7. 设 2 < q < œœ, q > 4/n, 4/n< p< oœ. 我 们 有 如 下 结论 . 


1/2 
PAPO SC Mo g $ Orola (6.4.40) 
[OS (uolls nse, ee S (ki) aORuoll racRn); (6.4.41) 
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iS (t)uoll p24” 9 p22 S [lOxuollzaaer), (6.4.42) 

kA On, f |r 12, Re elt S| sf 12, a on LP? (6.4.43) 

KA lrer nre S (k) (Oe flies, £2, 18 (6.4.44) 

k Or f n° 12, = onl? < (ky)/?|| Og f |p @+2)/a+»), (6.4.45) 

k% Oz f lrs rg ame nee ig < (ku) val kfl (6.4.46) 

eA Fl rerznr S |l kf ern/ (6.4.47) 
进一步 , 上 面 不等式 左 端 的 L214? 被 L3L6 HBR, 结论 仍然 成 立 . 


vt 


86.4.5 ”频率 局 部 化 线性 估计 : 导数 相互 作用 情形 
由 推论 6.4.7 中 的 (6.4.43), ATA EZELS L L? 中 成 功 地 吸收 了 


£1 °72,...,0n 


偏 导 数 0,,， 不 过 , of ELLI, a L 中 并 不 能 吸收 9。 所 以 , 当 Bu。 出 现 
EISI, L2 范 数 内 部 时 , 我 们 需要 新 的 方法 处 理 , 先 有 下 面 的 


命题 6.4.8. ii = 2,..,n,2 <q S œ, q > 4/n, 2 Sr < co2/y(r) = 
n(1/2 — 1/r), y > y(r), y > 2. MA 


To 


ne fase rz, 4, £2 Srey Ofle 03, oy £29 (6.4.48) 
Wes. fleg ra, £2 S lôa Da Ok fly rs, (6.4.49) 
An fles nse, ee S (hi) (ka) Me frr (6.4.50) 


证 明 . (6.4.48) 是 命题 6.4.2 的 直接 推论 . 我 们 有 


Llên f, 0) = | 1 ( | SE- Daat), v0) at 


< [8(-1)enDziF (rar py? f sovnar : 
R L2(R”) R 12(R”) 
(6.4.51) 
1Strichartz 不 等 式 和 命题 6.4.2， 
Lra f, P) S lea DEPP ay li 135.02 (6.4.52) 


r > 2 时 ， 使 用 对 偶 性 ，Christ-Kiselev 4] ##, (6.4.52) 4 (6.4.49). r = 2 
时 , 由 S(t) 的 1/2 阶 光 滑 效 应 , 我 们 看 到 (6.4.49) 也 对 .由 命题 6.4.4, 我 们 也 
有 (6.4.50). 
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引 理 6.4.9. iw : [0, 00) > [0,1] 为 光滑 截断 函数 满足 W(zZ) = 1, |z| <1 
以 及 W(Z) = 0, |x| > 2. 设 W1(€) = w(Eo/2&1), Yl) = 1 — Ylé2/261), € € R”. 
则 对 所 有 az > O 


=j 
DD ay 
kEZ”, |ky|>4 ZT1 T2; En 
< > i) Welles r, ,12 (6.4.53) 
kEZ”, |ki|>4 
to 21 
G-1 
>» (ki)? Fe e W2xF or ,09 Ora f| LÆ L2 : L 
keZ”, |k1|>4 LB Qa n 
3 > (k2)° || efle 12, a aie (6.4.54) 
keZ”, |k2|>4 


证 明 . 为 简单 , RINDEZ = (x2,..… zn) 


I= | Fal, AN | 


II = |2 £1, sn Pa Fir a 


Ben, 同 引 理 (6.4.29). 对 k € Z”, | 和 | > 4, MHO; 的 几乎 正 交 性 , 有 


TS > 


é1|,]€2|<1 


T2 


Fae “(2 JE 2 II Nhi+€; (Ei) Fray zg Ox,  f 


1 j=1,2 


(6.4.55) 
w 
(f ®12 9)( j= f(t, £1 — Y1, £2 — Y2, T3, .--, En) g(t, Y1, y2)dyidy2. (6.4.56) 
对 了 I+2 上 的 任何 Banach 函 数 空间 X, 有 
lf ®12 gllx 和 lolz „œ? fC = Yi, 8 Seen?) |e (6.4.57) 


Yi: ya 
1,Y2 


因此 , 由 (6.4.55) 和 (6.4.57)， 


S2 
i= >. Wah (2)? = [和 se 人 


Ia,ltzlsl i=1,2 


| Or fl Lg 1212 . 


L1 (R2) 
(6.4.58) 


Ss 
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使 用 乘 子 估 计 , 对 | 有 | > 4, 我 们 有 


Fe ea? (=) = II Tk: +t; (Si) 


2 一 1,2 


DZI(R2) 
SS》 |p? |e (È ) H Ni +6; ol <1. (6.4.59) 
lal<2 i L?(R?) 
| 命题 6.4.5，(6.4.58) 和 (6.4.59), 有 
L| kf lira, 0212» |ki| > 4. (6.4.60) 
下 面 考 虑 II. 使 用 命题 6.4.8， 
iis | Fey (2/1) Fan a kf m 121? 
—1 
S Dae (1 o(2)\2 IERA 
ATARI 1 i=1,2 LIR?) 
x [Dkfllz 1222 - (6.4.61) 


注意 到 suppw2 C {E : lé > 2E1|}. Alki] > 4, 则 有 |kz| > 6 且 在 (6.4.54) 左 端 
的 求 和 中 |kz| > [ki]. TÆ, Drez, jajaa KH S Dean, ajsa (k2) (ki) LT. 


ge £ £ 
Pat (1 »o(2))2 = TL malé) 


i=1,2 L1(R2) 
a 一 £2 E2 
s5 fo laz GENE Tae ol 
|al<2 i=1,2 2 (R2 
IL2(R?) 
S (ka) (1). (6.4.62) 
(6.4.61) 和 (6.4.62) 结合 便 得 到 7 的 估计 . 
86.4.6 ”整体 适 定性 的 的 证 明 
定义 
P= > (k? Duler, ,i 


keEZ”, |ki|>4 


86.4 导数 非 线 性 Schr6dinger 方程 - 197 - 


of (u) = 》 Orule, mr， 


kez” i (mje 
of? (u) = E Oules 
kez” 
w 
3 n f 
X= tue P: lulx:=》 > E Push. 
é=1 a=0,1i,j=1 
考虑 映射 : 


F : ult) > S(t)uo — ix F(u, ü, Vu, Via), 


我 们 证 明 .3 : X > X 为 压缩 映射 . 由 于 lullx = lälx, 因此 可 以 假设 


F(u, a, Vu, Va) = F(u, Vu) = > Sap” (Vu), 


mt+1<K+|v|<oo 


其 中 (Vw)” = ugi. u. 为 了 方便 , 我 们 记 
Vi ey = giri Ue = ee 


由 (6.4.18), 对 a = 0,1, 


on (0%, S(t)uo) < D> (ki)? (hj)? Duoz) < lluoll p572 
kEZ™, |ki|>4 


由 (6.4.41), (6.4.42), 对 a = 0, 1, 我 们 有 


o$ (0% S(t)uo) + of? (0%, S(t)uo) < lluoll 3/2: 
因此 ， 


|S(¢)uollx $ uol 3/2 


AT fit 0 CA (Ui Pitta) )s 1,9 = 1, see TD, Reto! (Oe. (1.…un 二 zl)) 
Fo! (AS, (wont)) 就 可 以 了 . 使 用 频率 一 致 分 解 , 有 


Cine =>, x ( kG) Vl... Ketel) Vete) 
s® 
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SR 


章 频率 空 


间 一 致 分 解 方法 


NI 
wt 
+H 


+> k ( RG) U1. kite ice iil) o 


SO := (kD, ROH) [RO] Vv (Rt) > 4}, 
SY := {(kD,..., ROD) : [ROL Vv ETD] < 4}. 


以 下 我 们 经 常 使 用 下 面 口 :的 几乎 正 交 性 质 : 


k( k(1) V1... 


仍 记 元 = (xo, see 


使 用 


nail) = 0, |k = RO) 


受 


k(s+4 


,Tn). 由 (6.4.31) 和 (6.4.36)， 


oP (of AS (v1...v4 0)) 


S >》 hay? SOND (Gyan en. Tycetivn Veto) Ira, 1213 


_ AHH) > C. 


k+v] 


t;s 


(6.4.63) 


(6.4.64) 


keZ”, |ki|>4 s® 
+ D PP NO (Opoo Oper Uny) | ee 
keZ", |ki|>4 SO L 
2 
:= I+II. 


的 几乎 正 交 性 质 (6.4.64)， 


i 


Sy aP 


k(V ezZn, |k( |>2 


kW Mill Le L272 


K+|v 


kQ) kt Dezn i=2 


{Holder 不 等 式 , 结 tn m 合 引 理 6.1.1， 


| nO Ul per T1 L Lee 


1— + 
< | endi cal ko Vill p20, 


加 |-1 l- zF 


S Do rile rere Oo vill or 


从 而 , 注意 到 wi = 或 者 w = us, M(6.4.66) 和 (6.4.67) 得 到 ， 


十 
TS lust. 


(6.4.65) 


(6.4.66) 


(6.4.67) 


(6.4.68) 
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HSS” 的 构造 , 在 17 的 求 和 中 有 | 如 | < C. 再 


Oa) v. Octo Vet ul 


下 面 估计 oD (02, (wiv 0]y)). 
Ra = 1 的 情形 . 设 y; (i = 1,2) ASIF 


K+| 
K+ 


x,t 


v|+1 
四 


K+|v 
< II 
i=1 


次 使 朋 


6 十 |z| 


<I] 
i=1 


oP (A Avg (V1---Up4|v))) 


< 


2 


keZ”, |ki|>4 


De 


keZn, |ki|>4 


:= III + IV. 


使 用 分 解 (6.4.63), 有 


(三 ) 引 总 


(ky)? ||P2 


| pO Vill p24m N LPL: 


HHölder 不 等 式 和 引 理 6.1.1， 


KO Vill peia 


(6.4.69) 


(6.4.70) 


形 


LH 
U 


III < > (k)? >》 ||P k( Oz, ( k(1) U1- 
keZ”, |ki|>4 s® 
+ >》 (WY POA r (Daov 
keZ”, |ki|>4 sg) 
:= Hh + H. 
由 引 理 6.4.9， 
TSS) >》 (OOo. Ope 


s) keZ”, |ki|>4 


由 对 称 性 , 在 Si PETR] = max(|k( 


ILS 


oo 


si), |e? |>4 


ees | 


上 十 | 


RD 人 zs Lar2 II | 
i=2 


上 面 已 讨论 过 , 故 只 需要 考 
,记忆 = F hF. 我 们 有 


(Or. (U1--Ue+|)) | Lee 1202 


k( Or (un 二 lz lzæ 12.12 


(6.4.71) 


k+ zzDUn 二 lz lzæ z2r? 


Jess 


Ketel) Vet |v] )) lzg 12.22 


(6.4.72) 


wD Vt lles, L202" (6.4.73) 


I). AT, 


Ket 


| 


KO Vill geriza 


%8 
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K+|v| 
S$ oP or) TT oP? wa + of (ed) S lal. (6.4.74) 
2 一 2 


使 用 (6.4.49) 且 注 意 在 TTL 中 | 和 | <C 


Mh < > (k1)°?'S Ok (Opo vi. peted Veto) Il g emam) 
KEZ., |ki|>4, |halS|Aa | st | 
K+|v| 
S Tf ee) < aig (0:475) 


我 们 已 经 证 明了 


TIT S jul. (6.4.76) 


下 面 估计 IV. 应 用 分 解 (6.4.63)， 


IVS > (ka)? SUP Beg (Cgc v1---gceron Yet ol) linge 22.22 
keZ”, |ki|>4 s?) 
+ >》 (h1)? > | PO (Oe. (Opo. Koto) Ue) Inge 12.02 
keZ”, |ki|>4 sP 
= IV, + IVa. (6.4.77) 
1 引 理 6.4.9， 


ms» 2 (2) Or(Orov Dem ver) zz (6-4-78) 
s?) keZ”, |k2|>4 


KETO, BRET 人 ane o |, RRE AY Bmaxy ciently) [ks | 
然后 再 取 菜 个 9, 比 如 R32 ex [RL]. 则 由 Halder 不 等 式 


[Opor Opele 2202 


< lO, v. Ape | pete) Vt lull L2, Le LP 
4 十 |z| 
< Oroville r2r2 II IF. Vall age La)n(L2 


Lg) (6.4.79) 


zI 
结合 (6.4.78) 和 (6.4.79)， 


Vi < lag. (6.4.80) 
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为 了 估计 ITV, 我 们 使 用 (6.4.49)， 


IVS >》 (he)? 》 Porov... ktv) Una) II 2-4) /(A+m) 
keZ”, |ky|>4 SO) 7 
+ 
S X Okov. Operon Vel 2+m/a+m S sE" (6.4.81) 
s?) 四 


因此 , 由 (6.4.80) 和 (6.4.81), 得 到 


IV Ss i: (6.4.82) 


综合 (6.4.68), (6.4.70), (6.4.76), (6.4.82), 我 们 证 明了 


S S P(A (Vu) < allt. (6.4.83) 


a=0,17,j=1 


Fi feito (a (ul(Vu)”)). 由 (6.4.47)， 


Does (AUV S A WPIA 2am. (6.4.84) 
= kez” ne 


使 用 引 理 6.3.15 的 技巧 , 可 以 控制 (6.4.84) 的 右 端 
S| k(V1.v tl) | pam 


kez tg 
m+1 K+|v| 

和 II [> (k)3/2| kvil an) II 2 (k)3/?| el 
i=1 \kezn i=m+2 \keZzn 
m+1 K+|v| 

= II (> (k)? |p| arr) II (= (kyl el 
i=1 \kezZn i=m+2 \keZn 
K+|v| n a ou 

和 3 03 器 < |lullx . (6.4.85) 
i=1 \i=1 

下 面 估计 oY (7% (us (Vu)”)) 
oS) (402 (vrtat) S Y (FINO (v10) laze (6-4-86) 
kez” 


类 似 (6.4.85), 使 用 引 理 6.3.15 可 以 控制 (6.4.86)， 


K+|v| 
1 a 
$P (of 2 (v1. .Un 二 lz 由 ) Js II (Ce (k)? alien 


i=1 kez” 


第 六 章 频率 空间 一 致 分 解 方法 


J: 
Si 
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Stu. (6.4.87) 


下 面 估计 
yA (A ðr (V1.--%64)o])) SD Oklo) 
<4 


十 Part > (k)3/? 
KEZ”, |ki|=kmax>4 KEZ’, |kn|=kmax>4 


x [Dk ðs (v1--Vk+) igo Lan L318 
EAT (6.4.88) 


= Yolu) + Ti(u) +... 4 


AAMT. 只 需要 估计 Yi(w), i = 1,2. 使 用 分 解 (6.4.63), 进 


Yolu) 的 估计 上 
一 步 使 用 推论 6.4.7， 
Ti) S 全 (hr)? $2 [De (Dhow Oprit) lz3, 12.02 
keZ”, |ki|>4 gs) 
+ `O PP ST Oe (Gy Opete Met) I stis, 
keZ”, |ka|>4 SO Lo 
(6.4.89) 
这 归结 为 (6.4.65). 因此 ， 
(6.4.90) 


十 
Yi lu) < lug. 


下 面 估计 Yaz(). 注意 在 Yo(w) 的 和 式 中 | 如 | < |kz|, 再 次 使 用 (6.4.44), (6.4.47), 


Ta(u) S > (ka)? > |l Pal ka) U1 + LI pct 


|) VA 十 |) lz3, 1213 


keZ”, |k2|>4 g (2) 
1 
+ >》 he)? SO Orov Drerin Vet) | tet， 
kEZ", |k2|>4 s2 Be 
2 
(6.4.91) 


上 式 右 端 第 一 项 的 佑 计 在 (6.4.79) 作 过 了 . 第 二 项 同 (6.4.65) 中 的 7, 也 做 过 了 . 
综 上 , 我 们 得 到 10 
IZulx <Clluollage + >， 


m+1<l<oo 


Pro" julig. (6.4.92) 


的 证 明 . 


运用 标准 的 压缩 映射 办 法 , 我 们 可 以 完成 定理 


10 注 意 |cg| < Cll, 


第 七 章 ” 非 线性 色散 波 方程 的 散射 算 子 
87.1 ” 伪 共 形 守 恒 律 、Morawetz 不 等 式 


87.1.1 Nother Æ 


谈 到 发 展 型 偏 微分 方程 , 我 们 自然 而 然 地 会 想到 该 方程 是 不 是 Hamilton 
AS, 是 否 满足 一 些 物理 守恒 律 , 如 质量 守恒 、 能 量 守 恒 和 动量 守恒 等 等 ， 比 
如 线性 Schrodinger 方 程 


iu, + Au =0 (7.1.1) 


的 两 边 与 改作 内 积 可 得 能 量 守恒 (其 中 假设 v 及 它 的 导数 当 |z| 一 十 oo 时 是 衰减 
的 ), 但 对 比较 复杂 的 守恒 量 未 必 有 这 么 简单 的 推导 过 程 . 其 实 我 们 可 以 通过 另 
外 一 种 途径 来 寻找 守恒 量 . 就 能 量 守恒 定律 而 言 , 它 不 随时 间 而 改变 ,这 表示 它 
门 有 关于 时 间 的 某 种 对 称 性 . 这 种 物理 定律 对 称 性 与 物理 量 守恒 定律 的 对 应 关 
系 是 由 Emmy Nather: 于 1918 年 首先 发 现 的 , 并 被 称 之 为 “Nther 定 理 ”. f 
单 而 言 , N6ther 定 理 就 是 说 对 于 力学 体系 的 每 一 个 连续 对 称 性 , 都 有 一 个 守恒 
量 与 之 对 应 . 这 样 就 把 寻找 守恒 量 的 问题 简化 成 寻找 对 称 性 的 问题 , 后 者 相对 
前 者 要 简单 些 . 


Nather 定 理 的 应 用 帮助 物理 学 家 在 物理 的 任何 一 般 理论 中 通过 分 析 各 种 
使 得 所 涉及 的 定律 的 形式 保持 不 变 的 变换 而 获得 深刻 的 洞察 力 , 例如 : 对 于 物 
理 系统 关于 空间 平移 的 不 变性 给 出 了 线性 动量 的 守恒 律 ; 对 于 转动 的 不 变性 给 
出 了 角 动 量 的 守恒 律 ; 对 于 时 间 平 移 的 不 变性 给 出 了 著名 的 能 量 守恒 定律 等 
下 面 列 出 了 一 些 对 称 性 与 守恒 量 的 对 应 关系 ( 仅 供 参考 , 对 于 不 同 的 方程 可 能 
有 不 同 的 物理 意义 [153]): 


‘Amalie Emmy Nother (1882-1935), 音译 为 “ 艾 米 。 诺 特 ”, 是 一 位 出 生 于 德国 的 女 数 学 家 . 
她 在 抽象 代数 和 理论 物理 领域 有 着 杰出 贡献 , 在 环 、 域 和 代数 的 理论 方面 实现 突破 性 进展 ; 在 
物理 上 , 她 揭示 了 对 称 与 守恒 律 之 间 所 存在 的 基本 联系 , 即 Nither 定 理 , 这 是 理论 物理 的 中 心 结 
果 之 一 . 


203 
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对 称 性 守恒 量 
时 间 平 移 能 量 或 Hamiltonian 
空间 平移 动量 或 质量 
空间 旋转 角 动 量 
Galilean 变 换 | (正规 化 ) 质 心 
Lotentz 变 换 | (正规 化 ) 能 量 中 心 
相 移 变换 质量 、 电 荷 等 


如 果 我 们 知道 某 方程 有 某 种 对 称 性 , 那么 如 何 来 推导 其 相对 应 的 守恒 量 呢 ? 下 
面 我 们 先 来 回顾 一 下 变 分 的 相关 概念 . 

假设 7 CR, 广义 坐标 q 为 时 间 t 的 函数 , A: Ra x Rg x 了 局 RRP 
是 光滑 上 的 ， 则 称 £ 为 Lagrange 量 . 对 满足 相关 边界 条 件 的 g, 定义 作用 量 泛 


ty 


Zlq= | L(alt), a(t), t)dt. 


to 
Hamilton Jk FEI HA, 如 果 一 个 物理 系统 在 两 个 时 间 点 to0、 妇 的 运动 是 正确 运动 ， 
则 作用 量 泛 函 Z 的 一 次 变 分 6Z 为 零 . 假设 q(t) 是 系统 的 正确 运动 , 让 e(t) 成 为 一 
个 微 扰 5q;， 微 扰 在 轨道 两 个 端点 的 值 是 零 : 
e(to) = e(t1) 0. (7.1.2) 


取 至 = 的 的 一 阶 微 扰 , 作用 量 泛 函 的 一 次 变 分 为 


tet t OL OL 

z= | Liqt+e,qt+é)—L(aq,¢ a= f (= pe a) 
A [L(q+e,q+é) —L(q,q)| 7 aq Ja 

p'a 


, 我 们 将 拉 格 朗 日 量 C 展 开 至 = 的 的 一 阶 微 扰 . 对 最 右边 项 应 用 分 部 积分 


,可 得 ; 
DOC11 OL d OL 
ôL = eS +f (= A 2 SE) 4 
| to ôq dt 0q 


边界 条 件 (7.1.2) 知 第 一 项 为 零 , 从 而 必需 


t OL doL 
sf e (% LÆ) dt=0 
特别 注意 , 我 们 没有 对 广义 坐标 q 做 任何 要 求 . 在 这 里 , 我 们 要 求 所 有 的 广义 坐 
标 都 相互 独立 , 这 样 , 我 们 可 以 应 用 变 分 法 基本 引 理 而 得 到 Euler-Lagrange 方 
程 : 


N ra 
a 


doL OL 
Ss oy d: 
doq ðq a ans) 
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这 是 由 n 个 关于 q(t) 的 二 阶 方程 组 成 的 方程 组 . 
L 的 Legendre 变 换 为 


H(q(t), p(t), t) = suplp(t)à — Laft), a(t), t). 


Q- 


SEE &M(p,4) = pa — Llalt), oe 
EMP, å) 关于 6 的 一 阶 仿 导 数 为 零 并 且 其 一 阶 偏 时 数 小 于 零 (这 一 点 可 由 C 的 
四 性 保证 , BIZE > 0), ATIS pl) = 2 (q(t), a(t), t) I, M(p, ZEAE, 
即 


人 p(t) = (a (4), (t),t), 
H(a(t), p(t),t) = pla — L(alt), a(t).#), 


XEHE AHamiltonst. 由 第 二 个 方程 即 得 
af OL OH. 
dq dq’ dp T 


jsa 
ðq’ 

7.1.4 

E (7.1.4) 
q= Op’ 


此 方程 称 为 Hamilton 方 程 , 这 是 一 个 由 2n 个 关于 (p(t), q(t)) 的 一 阶 方程 组 成 的 
方程 组 . 记 a(t) = (p(t), q(t)) € R”, Hu = (Hp, Ha) VAR HEE 


则 (7.1.4) 可 以 写成 ? 
注意 到 了 ? = 一 I 并 且 Hamilton 方 程 定义 在 偶数 维 空间 上 , 这 表明 我 们 可 以 将 其 
推广 到 复数 的 情形 . 

i0,) 和 Bs = (6, + i0,). 容易 看 出 9.z = ðZ = 1, 0.2 = 6sz = 0, 即 z 与 z 是 相 
互 独立 的 变量 . 令 z = q 十 ip, 则 由 (7.1.4) 可 得 


ż = ġ + ip =—i(Hg + iHp) = —2iHz. 
?注意 在 计算 时 , 将 行 向 量 u 及 ?tu 写成 列 向 量 再 进行 计算 . 
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我 们 来 看 一 个 例子 , 设 7 是 一 时 间 区 间 , u: Re x TOC, wu 及 其 导数 光滑 且 在 无 
穷 远 处 为 零 , 令 Hamilton 量 为 


1 1 
H = Hju, u] = J |Vu|?dz = f VuVidz. 
R R 


变 分 法 易 得 
天 [w+7 可 一 人 可 1 ee 
lim = 5 | Au)vdz = 3 (Au, v). 


BlHalu, a] = —5Au, 从 而 相应 的 Hamilton 方 程 为 


这 恰恰 就 是 线性 Schrodinger 方 程 . 
现在 , 我 们 来 考虑 n 维 非 线 性 Schr6dinger 方 程 


iu, + Au = F"(\ul?)u. (7.1.6) 


假设 v 及 其 导数 光滑 且 当 |z| > oo 时 趋 于 零 ， PP() 是 一 个 实 值 光滑 函数 ,并 记 


和 
F(A) = F'(s)ds. 
0 
定义 
L = L(u,d, ut, üt, Vu, Vu) = 5 (tia — wi) — [|Vul? + F(ul)], (7.1.7) 


EIZ PKI 


m 


HI 


及 作用 


tı 
j= f Ldedt, Yu € A= { 某 个 容许 函数 集 } (7.1.8) 
to Rr 


| 变 分 原理 知 , 看 为 Z() 的 光滑 临界 点 , 则 必须 满足 相应 的 Euler-Lagrange 方 


OL ð OL — 0 aL 
du dt A(Qu) = dx; O(Ox,U) 


= 0. (7.1.9) 


44 (7.1.7) FRA Esk, ARE AARNE (7.1.6). 
现在 , 我 们 给 出 Nather 和 定理 的 另 一 表述 : 


87.1 伪 共 形 守恒 律 、Morawetz 不 等 式 - 207 - 


定理 7.1.1 (Nather 定 理 ). 若 变 分 问题 在 一 族 变换 作用 下 保持 不 变 , 则 相 
应 的 Euler-Lagrange 方 程 的 解 满足 一 个 守恒 律 . 


在 此 , 主要 考虑 单 参数 变换 族 的 情形 并 将 Nather 定 理应 用 到 非 线性 Schr6dinger 方 


程 (7.1.6)， 为 了 方便 , 引进 记号 上 = (t,£) = (€0,61,--:,£n), Oo = 0 O = 
(%, Vz) = (Oo, O1,°°° , On), Ku = (u1, u2) = (u, u), 并 记 积 分 区 域 为 了 = 
lto; ti] x R”. 考虑 单 参数 变换 群 7<: 


E > E(E, u, £), uP u(€, u, £), (7.1.10) 
其 中 假设 < 及 站 关于 se 可 微 , 且 当 e = 0 时 该 变换 退化 成 恒 等 变换 . 取 e 无 穷 小 , 记 
€=€4+6€, &=utdu, (7.1.11) 


其 中 06 和 bu 都 是 关于 (和 6, 数 , He 一 0 时 , 6€ = O(e) 和 bu = O(e) 亦 
趋 于 零 , Jt HJacobitt JIRA dn) = 1+ 2 六 0 一 十 o(e). 经 Te 作用 后 ， 
ur) 变换 为 区 域 D 变 为 作用 量 泛 函 


z f ET (7.1.12) 
D 
EH 


a L(ù, aya + f c L(u, ðu) a ae i; (7.1.13) 
D 


j=0 


这 里 9 是 关于 6 的 微分 , 6 是 关于 8 的 微分 , 上 式 中 的 最 后 两 项 是 用 (7.1.7) 将 其 
开 并 将 e 的 高 阶 项 归 入 o(e) 中 而 得 到 的 . 我 们 只 考虑 那些 使 7 保持 不 变 的 变换 . 


记 


ôT :=T [a] — Tfu] 
~ a(t) 


— et dé + ole). 
过 Os 


= [ |e, 5a) - Leu, ðu)| dE + L L(u, ðu) 


(7.1.14) 
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2 n 
=> | a - a) 4D gers (Gita - Au) | 7118) 


4 | Our = O(Ojuk) 

记 

üp = ülé — uglé ay Djuk(66) + dug(E). (7.1.16) 

j=0 
IF 
a oa nO eT DOs jz 
ri =D Orin O) Be = dOnt Be, *)aytie(€) 
= Jj + ` eeoa ŭl), (7.1.17) 
1=0 J 
故 
Ojtix(E) — Ojun(€) =(0 一 a + ð; (tn (E) — up(é)) 
-5 E) +9; [Seam Sey +o). 
1=0 
(7.1.18) 
从 而 有 
2 n 
£(a, da) — Lu, du) = Y E PORET 
k=1 OYK (J= 
2 n n n 
$ 3 > 5 | nea + 0; bs rur (ðE), + in) 
k=1 j=0 ie) | tay 88% 1=0 


(7.1.19) 


注意 到 
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peT, Og; = 0&; | Our 
E Te (ae Sun) (aa ) bua 
k=1 j=0 05 \O(Ojux) 05 \O(Ojux) i 
ee OL a 
一 Ox (E) — drug). (7.1.22 
vaya Hoy) 2 ae; (Ox(€) — Our). ( ) 
从 而 有 
I or 
TS fy E 243 Cons ) ci 
L ð =T 
由 (7.1.9) 可 得 
ðL Qa aL 
= k = 1,2. 7.1.24 
Dug d 06; (coun) =e ae) 


由 D 的 任意 性 , 要 想 7 在 无 穷 小 变换 7 作用 下 保持 不 变 , 则 必 有 下 面 的 结果 . 


定理 7.1.2. SE = (t,z1)… ,Xn), U = (U1,W2). 若 作用 量 泛 函 (7.1.12) 在 
无 穷 小 变换 7e: E Elé, u, e), uv 0(&,u,e) 作 用 下 保持 不 变 , 则 以 下 守恒 律 
成 立 : 


aL 
we (100+ oes] = 0, (7.1.25) 


HF Sup (€) = tin (€) — un (€) — Veur - ÔÈ. 


对 空间 变量 积分 可 以 得 到 以 下 结论 . 
定理 7.1.3. 若 作用 量 泛 函 (7.1.12) 在 无 穷 小 变换 


trt=t+t ot(t,z,u), (7.1.26) 
xı = x + ôr(t, x,u), (7.1.27) 
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u(t, £) = a(t, Z) = u(t, x) + du(t, £) (7.1.28) 
作用 下 保持 不 变 , 则 


f of — (u,dt + Vu -ôx — du) + a + Vu. dx — 6U)— ci dx 
n | Ou Out 


为 守恒 量 . 对 于 非 线性 Schrodinger 方 程 而 言 ， ie. = = 44, OL 一 iu, 从 而 


[Salus + Vu dx du) 5 u(t Vu- dx — dt) 一 ci dx (7.1.29) 
守恒 
87.1.2 ”不 变量 与 守恒 律 


本 小 节 考 虑 非 线 性 Schr6dinger 方 程 满 足 的 一 些 不 变量 及 其 相应 的 守恒 律 . 
(i) 相 移 变换 : ù = chu, 对 于 无 穷 小 量 e: 有 6wu = icu, ôt = 0, 6x = 0. 
1(7.1.29) 即 得 质量 守恒 (或 称 电荷 守恒 , 或 2- 范 数 守恒 ) 


) =) u(t, x)| dz = 常数 . (7.1.30) 
Rr 


(ii) 时 间 平 移 变 换 : tO t+ dt, oz = 0, bu = 64 = 0, 其 中 如 为 一 不 依赖 
F cu DRAE. 由 (7.1.29) 及 (7.1.7) 可 得 能 量 守恒 


H(t) := 人 \Vu(t, ma 二 Futt aaz = 常数 . (7.1.31) 


(iii) 空间 平移 变换 : r r+ da, ôt = du = du = 0, 其 中 6z 为 一 不 依赖 
F(t, 0,1, TWEJ. 由 (7.1.29) 即 得 动量 守恒 


Y 
PR 
œ 
G 
Il 


f 1 (u(t, x) Va(t, x) — a(t,c)Vult,2))de = BEE. (7.1.32) 


(iv) Galilean 变 换 : 
rto 2 一 ct 


tHt=t, (7.1.33) 


ur u(t, jt) = eilaestala Ay (Fz £ + ct), 


即 对 无 穷 小 速度 2 有 
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由 (7.1.29) 即 得 正规 化 质心 守恒 


[slut Pdr 一 t(D) = 党 向量 (7.1.34) 
(v) 伪 共 形变 换 : 
ne 
7 g= 70) 
Pay sae 
ur a(t, ï) = u(t, x) exp(— is 


假设 lu = OEF (€?) = CF (ul), 则 该 伪 共 形变 换 保持 方程 不 变 . Me < 
(0,1/|t|) 为 一 无 穷 小 量 , C(t) = 1 一 et, 则 jz = eta, dt = et’, du = e( 一 3t 十 
4z|2)u. 由 (7.1.29) 即 得 伪 共 形 守 恒 律 


f [low + 2itVu]? + 4t?F(lu]?)] dz = 常数 . (7.1.36) 
Rre 


注 记 7.1.4. 1) 实际 上 , x 十 SV loan È 510, + 人 是 可 交换 
z|2 
4. ZAJ) = x+ 2itV, M(t) = eF, W) J(t)5Schrödinger¥ # S(t) = 
eit 人 及 M(t) 之 间 有 下 面 的 关系 : 


I(t) = S(—t)xS(t), J(t)u = 2itM(—t)V (M (tyu). 


2) 对 于 一 般 的 非 线 性 项 (|wu|?)u, 可 以 通过 对 (7.1.36) 关 于 时 间 t 求 导 而 得 
到 , MA 


2 | [|xu + 2itVul? + 4t7F(\ul?)] dz 
a ie 
=4 f [o+ DFP) — nF (Mulu?) a, (7.1.37) 
R” 
亦 即 对 解 存在 的 时 间 区 间 中 的 任意 时 刻 上 均 有 下 面 的 伪 共 形 守恒 律 成 立 
[lew 200? + 42 Ful) de 
R” 


= f lew0,2)Pde+a | rf [(m+2)F(\uP) — ne "(uP)|ul | dear 
(7.1.38) 
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87.1.3 ”Virial 等 式 及 Morawetz 估 计 


在 上 一 小 节 的 守恒 律 中 出 现 了 |w]?>, eju]? |z|>|wu|>?, ---, 这 会 不 会 有 茶 
规律 可 循 呢 , 如 果 将 |ul? 前 的 系数 换 成 一 般 函 数 会 产生 什么 ER? 会 不 会 得 到 
一 些 其 他 的 守恒 律 或 估计 式 呢 ? 为 此 , Salt, r) ARI" 上 的 任意 一 个 实 值 函 数 ， 

定义 相应 于 a 的 Virial 位 势 V(t) 和 Morawetz 作 用 量 M(t) 分 别 为 


VO) = al ol War, Malt) := Viale), 
Rr 
为 了 方便 , iG (\ul?) = F(u lul? — F(u). 由 方程 (7.1.6) 及 分 部 积分 可 得 
MO=am= 人 [oloP+2m(ave' Vu) dz, (7.1.39) 
R” 
8; Ma(t) = OnVe(t) = L (au — A?a)lu ds 


+ af Im(ùVa- Vu)dx 
Rn 


+a f >. aj, Re(upti; dx 
R 


nm 
j k=1 


+2 f AaG(|u|?)dz. (7.1.40) 
Rn 


当 a 不 依赖 于 t 时 , 即 a(t, x) = a(x) NA 


Onn Vat -- f A?a|ul? dsa f > ajgRe(uri;)d 


j,k=1 


AaG (|u|? dz. (7.1.41) 
R” 


注意 到 当 a 依 赖 于 时 间 t 时 , 即 a(t, x) A a(x), 对 任意 正 值 函数 Q@ = Q(t, x) 有 


4Im(aVaz - Vu) = |Q! (Vau — 28QVul? — QVal ul — 4Q?|Vul?. 


故此 时 有 


8 友人 = lan — A2a — Q-2|Var|2)Jul2de 
R” 


+f |Q! (Vau — 22QVul?dx 


+4 f > (ajk — Q75jx)Re(ugti; dx 


j, k=1 
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+2 | AaG(|ul?)dz. (7.1.42) 
Rre 
从 而 问题 就 转变 成 了 选 函 数 @ 和 a 使 得 上 式 有 尽 可 能 多 的 非 负 项 . 下 面 我 们 来 
看 一 些 具体 的 例子 . 


例 7.1.5 (Virial 等 式 ). 取 a(t,z) = |2|*?, Maj, = 26jk，A?a = 0， 代 
入 (7.1.41) 即 有 Virial 等 式 


an f elude = 8n f Vu?ar + 4n f Gdlul2yaz 
R” R” R” 


Hf AR Ly A REA, wI REAK F(u?) = lut, BPG (ul?) = ut, 
A fan |z|? Sonae ai 电量 来 控制 (其 中 六 > 1); 而 对 聚焦 情 6 F (lu? = 
parle We ) = 一 ae 表示 Du fon [cP lu drh ERT h Ae E FH 
制 ( 其 中 p > 1+ 4), SREA RAE frn |x| lu dr AR, 则 方程 的 解 在 有 限 
ee 。 


例 7.1.6 COTR Halt, x) = |x|, 令 > 1, 则 Va = Iq? Gk = 
ik TE, Aa = St, 代入 (7.1.39) 和 (7.1.41) 可 得 


[a] 
Malt) = Ina -Vu)dz, 
aje 
Malt) =— (n — 1) f Aapua f You d 


|x| 
+2(n —1) 人 A 


其 中 


|Yyul? := [Vu]? - 2 . vul?. 


|z — y| 


在 三 维 情形 = 3, HAH) = 一 4rg6, 故 


[Youl® + G(lul*) ， 


|x| 


B,Ma(t) =8r|u(t, 0|? +4 f 
R3 


关于 时 间 t 在 [了 ,7T*] 上 积分 可 得 下 列 Morawetz 等 式 


2 
2 [7 f Wa oto an f” eoyta 
A R3 || * 
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ER o= f mea Tilaa: 
R3 |z| R3 |x| 


对 三 维 非 聚 焦 情 形 , 即 有 下 列 Morawetz 估 计 


2 
[ | You)? + Gul?) ay | 2r | lu(t, 0)|?dt 
A R3 |z| . 


S sup luli (7.1.43) 
T <t<T* 


此 种 估计 对 散射 理论 的 证 明 起 着 重要 作用 . 


对 于 更 高 维 (n > ARAB, -A = CP > 0, 从 而 有 类 似 
的 Morawetz 估 计 


(n—1)(n—3 f Let pee S T aa 
n n x 
+an—1 f re D a 
m is a 


S sup lult) (7.1.44) 
Ta <t<T* 


另外 , 对 于 低 维 n = 1, 2 的 情形 就 没有 这 么 简单 的 结果 了 , 与 高 维 情形 相 
比 要 复杂 得 多 . 


例 7.1.7 (Nakanishi-Morawetz 估 计 ). Ha(t, £) = A := |(t, x)| = V 妇 十 |zl2， 


则 
_ _ _ te; _ |e)? 
at 一 N， coe = a Qt 3 
ax _ Sixt? Ojn |x|? — LiL, Aas n |z|? m n—1 | t? 
ADE 3 和 A X 和 A 3 


将 它们 代入 (7.1.39) 和 (7.1.42) 可 得 
t 2 _x 
Malt) = x lu 十 2Im(u+ -Vu)| dz, 
lel? _ 2 _ lel 2 
Malt) =f 3 Ava eq?) dx 
f | = u — 2QVul?dx 


QAS 
t? 2 2 [Youl le] 
+a f Ga Vu + PEP ae 
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+2 AaG(|u|?)dx 
Rr 
RQ? := 4, 则 会 消去 一 些 项 , 上 式 可 以 简化 为 
re: [zu + 2itVul? |You|? |x|? 
Malt) = — A‘alu|*dz 4 dz +4 dx 
Rr n 入 3 n 入 3 


n-1 # 
+ 2 + —)G(|ul*)d 
[Ct ea 
注意 到 A2a = O( 和 -3), 故 对 于 G(|ul?) > 0 的 情形 有 


[zu + 2it Vul? f |You|?|a|? 
ia 3 azZ 十 4 dx 


2 
P 人 POU oy 
Rre 
<M, n O(X™’)Ju|?dz. 


KF HH LA, T\((-T 


,一 1 ) 的 情况 可 类 似 处 理 ) 上 积分 可 得 
= [zu + 2itVul? I | You|? |x|? 
a ets 4 LAE 
l de, 3 dxdt 十 if A 33 dxdt 
T 2 2 
+ | 人 POUP og 
<Ma(T yaf O(A- 3)lul?dzat 
R” 
SC(E ef O(A~?) |u|?dade, 
1 JR” 


AFH, N(t) 分 别 为 前 面 定义 的 能 量 和 [2 范 数 . Slt] > 1 时 有 


lul? f i lul? 
U” dedt < Ma" dadt < N(0). 
hah 8 tl>1 JR tl? 


AT > œ, 有 


2i 2 
| | J drdt+4f 
由 >1 JR” 入 


\t|>1 
t?G (ul) 
raf fe 3 dxdt 
<SC(E(0), N(0)) 


You)? |? 
上 yg dade 
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特别 地 , SF (ul?) = salut, 且 当 n = 1,2 时 p € (1,00), #n > 3 时 p € 


(LT1+ pa) WE (uf)? —F (jul?) = Berle t. 由 上 面 的 估计 即 得 


“A i : 地 中 dzdt < C(E(0),.N(0)). (7.1.45) 


对 于 |t| < 1 的 部 分 , 我 们 分 两 种 情况 进行 考虑 . 对 |z| > 1 的 情形 , 有 
t2|ulp+! 
Ih. el eae 1? dedt < C(E(0),N(0)). (7.1.46) 


ai (t,x) I(t, £) 


对 |z| < 1 的 情形 , 有 


ana a julPtt 
la |(t, 2) #8 /fuss tees I(t, hae [hoe |tt Otere eet 


p+1 


Ie an 1 1 
< < a 
e | 二 (+De asf 国王 prye lu ar (zs 
<SC(E(0), N(0)). (7.1.47) 
这 里 , 我们 用 到 了 下 面 的 Hardy 不 等 式 
川 zsullzsdzlsDb < Cllullmm，Y2 和 0< 2. (7.1.48) 
= > E * | 
其 中 2* i= 2n/(n 2), n> 3, jees n/q n/2 ， ne 2, 事实 上 
a, moa n/2q, n=2. 


对 于 n A 2 的 情形 , 由 Ho6lder 不 等 式 可 得 


zl wl roa) zl lre- qaa lull qe) 


1 
<C (/ pete 
0 


<C|lull an. 


对 于 n = 2 的 情形 , 由 Ho6lder 不 等 式 可 得 


ai = 
=+n-1 = 
_ ir) ul z (x}<1)) 


Wel ul zage Slll Elze lulle) 


1 1/2q 
<C (/ | llul] 2adzl<1)) 
0 


<Clullm. 


由 (7.1.45), (7.1.45) 及 (7.1.45) 可 得 Nakanishi-Morawetz 估 计 


t2julpt1 
f dzdt < C(E(0), N(0)), Yn €N. (7.1.49) 
Ritn |(t, x)|’ 
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87.1.4 Morawetz 相 互 作用 估计 


令 a(7Z) 为 R* 上 任 一 实 值 函数 , 相应 于 a 的 Virial 相 互 作用 位 势 V%(t) 和 Morawetz 相 
互 作用 量 M%(t) 分 别 定 义 为 


v= f f ale- he ht hardy, M(t) = AVC) 
由 方程 (7.1.6) 及 分 部 积分 可 得 


Mma =2f | Vale-y): [ut aaae 


— Im(Vu(t, y)a(t, y)) u(t, x) |? | drdy, (7.1.50) 


228 f | A?a(x — y)|u(t,2)[?lu(t, y) Pdedy 
R” JR” 


3 


T 
JY one — [Reint oa Due 
ies 


+ Re(ug(t, y)ū;(t, y))lu(t, 2)? 


( 
— Im(ug(t, z)u(t, x))Im(u;(t, y(t, y))|dady. (7.1.51) 


& 


A;(t,z,y) := ult, x)uj(t,y) + uj(t, x)ult, y), 

B;(t, x,y) := ult, v)u;(t, y) + u(t, x) u(t, y), 
则 可 简化 上 式 中 的 最 后 一 个 积分 , Kaj = apy, 故 必要 时 可 以 交换 与 j, 即 可 
简化 为 


2 | 人 oj tL 一 )[A; j(t, x,Yy) Ar(t, £, y) + Bj(t, x,y) Br(t, x, y)|dady. 


为 方便 , WERSI. 车 取 a 为 径 向 函数 , Hal) = allel), Wale) = eds, + 
(a” (|x|) 一 Uz) ) te Fi 从 而 利用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 可 得 


[e] 7 Jacl Jel 


= 
raf f $ a S aea ae 


|z — y| 
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+2f f (atte yl) ot ISE =A; ae af 
We = Bi (t,x, y)| |dedy 
TA] 


| ae) Je 


1 上 式 看 出 , AHA > OA a’ (A) > 0, WT > 0. 故 由 (7.1.51) 和 (7.1.50) 即 得 


定理 7.1.8 (Morawetz 相 互 作用 估计 ). alr)» Re HR, ult, x) 
为 方程 (7.1.6) 的 一 个 解 , 则 有 


J (—A?a(a — y))lu(t, x)| lult, Wh dedy 
fehe Aa(x — y)[G (lut, DP lult, DP + Gult, y) P’) lult, x)|” ]dzdy 


<5 Malt), (7.1.52) 


其 中 M(t) 如 (7.1.50) 中 所 定义 . 
下 面 来 看 一 个 三 维 情形 的 例子 . 


例 7.1.9 (三 维 NLS 方 程 的 Morawetz 相 互 作 用 估计 ). An = 3, a(x) = |z], 
UVa = 4, Aa = a > 0, —A?a = 876(x). 由 (7.1.52) 可 得 


[* 
sr | |u(t, 2) |4dadt 
3 


Tx R 
z G (luft, x)|?) lult, y)? + G(lult, y)’ lult, ©)? 
+2 a p = drdydt 
<5 (Ma(T*) ~ Ma(T.)) 
= | var”, a aT", hu, WF 
R” JR” z 一世 
Im -Vu(T*, y)u(T*, y))ju(L*, x)|?| dedy 


-S f [E vu, sa, lT 


|z — y| 
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= Im( Vu(T,, yu(Ts, y))|u(Ts, x) 2] dedy 
<N7(0) sup MuHa. (7.1.53) 
T <t<T* H2 
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87.2.1 ”散射 算 子 和 Strichartz 估 计 
ASS, 我 们 给 出 下 列 非 聚 焦 NLS 方 程 
juz + Au = |u|? tu, 1+4/n<p<1+4/(n-2), n>3, (7.2.1) 


的 散射 算 子 在 能 量 空间 五! 中 的 存在 性 . 我 们 先 以 NLS 方 程 (7.2.1) 为 例 给 出 散 
射 算 子 的 定义 . 

定义 7.2.1. XA —Banach® Ù, S(t) = eit 人 为 相应 于 (7.2.1) 的 算 子 半 
群 , u(t) 为 具有 初始 值 uo E 和 的 NLS 方 程 (7.2.1) 的 整体 解 , 若 极限 


u, = Jim S(—t)u(t) 
在 和 中 存在 , 则 称 v+ 为 Wo 在 十 co 处 的 渐 近 态 . 若 极限 


t= „im S(—t)u(t) 
EXP EE, 则 称 w_ 为 uo 在 一 00 处 的 渐 近 态 . 也 就 是 说 , u(t) 5 A tSchrödinger 
方程 (也 称 自由 Schrodinger 方 程 , 即 iwi + Au = 0)89 AAS (t)us Eoo% hy af LL 
行为 相 一 致 . MREFU : uo Fy U4 的 逆 算 子 Qj = UAE AARE. FE 


负 波 算 子 同时 存在 , 则 称 映射 S = OF) oQ u wj 为 散射 算 子 . 


注 记 7.2.2. 散射 性 理论 涉及 到 以 下 两 个 要 素 : 正 负 波 算 子 的 存在 性 和 渐 近 
完备 性 . 一 般 来 说 , 只 要 需 指 数 p 不 太 小 也 不 太 大 , 不 管 是 聚焦 情形 还 是 非 聚 焦 
情形 前 者 相对 来 说 更 容易 建立 , 而 后 者 即便 是 非 聚 焦 情 形 也 会 有 一 定 的 难度 ， 
而 且 还 需要 一 些 衰减 估计 . 


一 般 情况 下 , 研究 Schrodinger 方 程 (7.2.1) 的 适 定 性 和 散射 理论 通常 采用 其 
积分 形式 来 进行 研究 , 即 Duhamel 公 式 


u(t) = S(t —to)u(to) -7 S(t— 7)(u(r) |? tu(r))dr. (7.2.2) 


to 


- 220 - 第 七 章 非 线性 色散 波 方程 的 散射 算 子 


就 方程 (7.2.1) 在 五 ! 中 的 散射 理论 而 言 , 即 对 于 具 初 值 v(0) = wo € HHN 
程 (7.2.1) 的 及 1- 整 体 强 解 u(t) 是 否 在 吾 ! 中 散射 到 线性 方程 的 某 个 解 S(t)w， 即 
是 否 有 


| 的 一 SO 的 ua 一 0， 光一 十 co， 
或 等 价 地 
S(—t)u(t) -ull 30, Ht > +o. 


换言之 , tit A BER BLS (—t)u(t)4t > +oo 时 在 瑟 ! 中 收敛 ,由 Duhamel 公 
式 (7.2.2) 可 得 


S(-t)u (=u ifs S(- T)|P-lu(r))dr. 


因此 , Ht > 十 co 时 ww 在 万 ! 中 散射 的 充 要 条 件 就 是 积分 


hs sen ure (7.2.3) 


在 HH! 中 条 件 收敛 , 从 而 渐 近 态 wi 可 由 下 式 给 出 


uz -wif s S(=7) (lul)? tu(r))dr. (7.2.4) 


这 样 可 以 将 渐 近 态 u 看 作 是 初始 态 uo 的 一 个 非 线 性 扰动 . 由 (7.2.2) 和 (7.2.4) 消 
去 uo 可 得 


u(t) = S(t)u, +i i: S(t — r)(\u(r)/P-+u(r))dr, (7.2.5) 


可 以 看 作 (7.2.2) 的 极限 情形 to = +00. 对 于 t 一 一 00 的 情形 有 类 似 的 结果 , 在 此 
就 不 再 重复 了 . 

现在 , 我 们 来 回顾 一 np e 的 Strichartz 估 计 ， 即 
在 定理 3.2.6 中 m = 2 的 情形 . 大 2 <q,r < co， ; = z — +) A (q,r,n) Æ 
(2, 00, 2), fe am, 对 任意 时 间 区 间 定义 Strichartz 空 
间 S?(T x RR”) 为 在 以 下 范 数 


lll socrxRn) = sup lle ll Larr (rx) (7.2.6) 
(dr) 为 容许 对 


意义 下 Schwartz 函 数 的 闭 包 . 特别 地 ，530 范 数 可 以 控制 ze 三 范 数 .可 以 验证 
空间 950(7 x 及") 在 范 数 (7.2.6) 意 义 下 为 一 Banach 空 间 , WHIA TAN (I x 
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R”) := 500 x RR*), 由 空间 的 构造 知 对 任意 的 Schr6dinger 容 许 对 (g,7)， 只 
|| f | APRA 


LY Lr! (IxR" 


Il fllvocrxm) < fy oe xen) 


成 立 . 由 此 , Strichartz 估 计 (3.2.22)-(3.2.23) 可 以 写成 一 个 一 致 估计 , 即 对 to € 
Ikiu 十 Au = 二 f, 有 


ul socrxRr) Sn llu(to)llz2axr») + fvocrxRn): (7.2.7) 
当然 , 对 于 其 它 正则 性 也 有 类 似 的 结果 . 比如 对 于 1, 可 以 定义 
||ull sicrxRr) := lullsocrxRr) + ||Vull socrxr), 
ul vicrxRr) := Mil worry + Vall vocrxRr): 


由 于 Schr5dinger 方 程 与 导数 可 交换 , 故 由 (7.2.7) 可 得 


lullsiaxr») Sn lulto) + | flvi(rxRr): (7.2.8) 


87.2.2 ” 波 算 子 的 存在 性 
首先 , 我 们 给 出 波 算 子 的 存在 性 定理 . 


定理 7.2.3 ( 波 算 子 的 存在 性 ). itn > 3 和 p E (1+4,14+ 4), NRF 
FO, : H! > HR oR BR, 


证 明 . 为 构造 波 算 子 0+, 需要 解 一 个 从 t = 十 oo 到 t = 0 的 方程 . 为 此 , 我 们 
将 此 问题 分 解 成 两 个 问题 来 解 : 

1) 渐 近 问题 , 即 从 t = 二 co 到 一 有 限时 间 上 三 全 > 0; 

2) 局 部 问题 , 即 从 t = 了 到 t = 0. 

先 来 看 第 一 个 问题 . 取 定 w+ E€ HH ilula < A, A > 0 为 一 常数 . 
由 Strichartz 估 计 (7.2.8) 可 得 


S(turllsiRxR") Sa 1. 


我 们 不 但 想 要 这 个 范 数 有 界 , 而 且 想 通 过 改变 时 间 区 间 的 大 小 来 控制 该 范 数 的 
大 小 . 但 是 我 们 知道 5S1 范 数 包含 有 LY 这 样 的 估计 , 所 以 我 们 的 想法 对 S51 是 行 
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不 通 的 . 要 实现 我 们 的 想法 , 就 必须 去 掉 这 些 含有 LP 的 估计 或 找 一 个 更 小 的 
范 数 来 代替 51 范 数 . 为 此 , 我 们 选择 范 数 


sy = lel, orp + elo, 


t,x 


ISobolevik A xe EE BY 74° 


IS)u+llsocrxrr) S [i craw 
t 


on(n-+2)(p—1) RXR”) 
aln-F2)(p—1)=8 


HISO wan 


SS @)u+llsi expe) 
Sal. 


Se > 0 为 一 非常 小 的 待定 常数 , WT = T(w) 充 分 大 使 得 


|S(t)urllsodr, +ooxRn) < €- 


下 面 我 们 就 用 Banach 不 动 点 定理 来 求解 (7.2.5). 定义 空间 


B= {u € So (|T, 十 co) 义 R”) : llullso((T,+%)xR”) < 2e}, 
及 度量 
d(u,v) = |u = v]lso(ir,+00)xm”): 
容易 验证 (已 , qd) 为 一 Banach 空 间 . 
定义 映射 : 


Tu= Sturti ia S(t — r)(\u(r)|P-+u(r))dr. (7.2.9) 


任意 给 定 we E, WA 


[Fullsor, too)xR") 入 = 十 Cu ek ania 


goo Hinga ([T,+00) xR”) 
ante 


< e+ Cu wrap ull a 
S Lo (4-00) xR") LH a ([T,+00) xR”) 


3 这 里 Jal 7 (2e D. 2n(n+2)(p—1) ) 为 容许 对 ， 并 且 有 嵌入 关系 百 D at (R") c 


2 一 1) 一 8 bid Li A ne A 
(n+2)(p—1) Manotel ea, 
Es 


(R"), 其 中 p 必 须 满足 条 件 1 十 上 和 Dp 生 1T+ 45 
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人 


ET Cllulls, (i740) xR”) 
<e4+C(2e)?. 


若 取 se > 0 充分 小 使 得 C2?e?1 <1, WA|_Zulls(r400)xrn) < 2h Tu € 


任意 给 定 u, v € E, 则 


d( Zu, Fv) <C||lul? Lu 一 ee "y 2nt4 
oa: aed (IT, oo) xR”) 
or 


<CllulSid ((T,-+00)xR") 十 ol se) 
<20(2e)? ld(u,v). 


Me > 0 充分 小 使 得 C2pep- < $, Wd( Fu, Zv) < 3d(w,v), MINK 
缩 映射 由 Banach 不 动 点 定理 知 F 存 在 唯一 一 个 不 动 点 u E E, ÆT, +oo) 上 
满足 方程 (7.2.5)， 由 该 方程 及 Strichartz 佑 计 即 得 w € Sl1([T,o00) x R”), 从 
Mu € C([T, o0); H1(R”)). 特别 地 , ur = u(T) € H1(R"). 注意 到 


u(t +T) = S(t)ur 一 if S(t —7)(\u(r + TP tult + T))dr. 


因此 , v 是 如 下 问题 
iut + Au = |u|? tu, 
u(T) = UT, 
的 解 . 
现在 来 看 第 二 个 问题 , 即 求解 从 = TE = 0 的 局 部 问题 , 写成 积分 


式 


SS 


即 为 


T 
E E E l stu aar, 


WA > 0 为 一 待定 常数 ， 先 来 证 明 在 了 一 入 ,区 上 的 存在 性 ， 令 C > 
0 为 Strichartz 估 计 中 的 常 系数 , 重新 定义 空间 


E = {u € S}(|T — A, T] x R”) : ulsr rixg") 和 2Cllwurllz， 


及 度量 


d(u,v) = |lu — v||s1qr—a,7]xR”)- 
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重新 定义 映射 


T 
Tult) = S(t —T)ur + mh S(t — r) (u(r) u(r) dr. 


Full siqr—a,7)xr") S |lur|la + Ilju 


Fw wz, ([T—A,T] xR”) 
nT2 


UA 
S 
T 
4 


ax 


UT || Hl T 入 “| ull? > n+2 
Lz?" 


i ~ (p—1) 


ax 


a p 
urllg: + A lull 2(n+2) 
=z 1 
Ly E Ho (nt42) 
n244 


<Clurla + CA*(2Cllur|la2)?. 


ime 


lul] 2+2 
((T-A,T]xR") Le™ 


([T—A,T]xR”) 


ullvr( [T—A,T]xR”) 


2 H} nz) ((T—NTIXR") 
n2+4 


LA > 0 充分 小 使 得 2CXe(2Cllurlzm)z-1 < 1, WA Fullssqramxar) < 


2C|jur|| gq, BU Zu E€ E. 
任意 给 定 u, vE E, 同样 有 


d( Zu, Tv) <CA (llulla (IT 一 \,T]x R”) a [Bl ([T— MTIxR")) dV, v) 
<2CM (2Clurlin)? d(u, v). 


WA > 0 充分 小 使 得 2CX*(2Cllurlla)?-! < 4, WE 


即 .2 为 压缩 映射 ， 由 Banach 不 动 点 定理 


EIT — A, 下 上 满足 方程 (7.2.5). 
由 能 量 守恒 
H(t) := | Vuli + —— 


和 质量 守恒 


p+ 


KUT FF TE Mi 


luO s+ 


N(t) := |lu(t)|lz2 = N (0) 


LI K Sobolev fk A x ET 


d(TFu, 7v) < Fd(u,v), 


一 一 个 不 动 点 LE E, 


= E(0) 


(0) + N(0). 故 上 面 的 取 值 可 与 7 无 


R, 从 而 可 以 将 u(T 一 入 ) € E HUENE Ra ARSE fie SE HH BT —2, T—A], ---, 一 直 
延 拓 到 包含 0 的 时 间 区 间 且 w e S1((0,00)xR”), 特别 地 , u e C([0, 00); BURN), 


4 此 处 要 求 p < 1+ -4 
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如 此 v 在 上 = 0 可 以 取 到 某 个 函数 uo = u(0) € Hl. 另外 , 不 难 证 明 当 t 一 十 co 时 
Ai||S(—t)u(t)—u4 lla 一 0. 因此 , RATO : H! 一 HFE, BIO, (uz) = uo. 
其 连续 性 可 由 前 面 渐 近 问 题 和 局 部 问题 的 迭代 格式 而 得 到 . 

BEDE AOE tE. BBR, uP © ALR”), 令 wi 和 ws 分 别 为 具 初 
值 w(0) = uP Hul) = wb 的 方程 (7.2.1) 的 解 ， 并 假设 当 t +oo 时 对 j = 
1, 2 均 有 ||S( 一 w(t) 一 wg 一 0， 显然 , wj 亦 为 (7.2.5) 的 解 ， 从 而 由 前 面 的 
证 明知 w € 5S1([0,o00) x R”)， 类 似 于 渐 近 问题 的 讨论 , 容易 得 到 当 t 充 分 大 
fay (t) = u(t). 由 初 值 问题 解 的 唯一 性 即 得 uh? = uP. 因此 , 波 算 子 Q4 是 唯 
一 的 . 


注 记 7.2.4. 从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , 求解 一 个 从 t = 二 00 的 渐 近 态 到 一 个 
大 时 间 t 二 人 的 渐 近 问题 要 比 求解 一 个 从 t 二 了 到 上 = 0 的 局 部 问题 要 简单 得 多 . 
前 者 甚至 没有 用 到 能 量 守恒 和 质量 守恒 , 就 连 非 线性 项 的 非 聚焦 符号 也 未 用 
到 . 这 说 明 在 t 一 二 co 的 渐 近 过 程 中 , 渐 近 态 非 常 分 散 以 致 于 非 线 性 效应 极其 微 
5. 只 有 在 时 间 人 及 之 前 的 时 间 内 才 考 虑 非 线性 项 对 解 的 影响 . 
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接 下 来 , 我 们 将 渐 近 完备 性 的 证 明 分 成 三 部 分 . 先 证 明 某 整体 时 空 估计 列 
含 着 渐 近 完备 性 , 再 证 明 该 估计 可 由 某 个 较 弱 的 时 空 估 计 而 得 到 , 最 后 来 证 明 
这 个 较 弱 的 整体 时 空 估计 . 

定理 7.2.5 (SAM Shit eS SASS). 设 n > 3 和 p E (1+4,14 
£). 如 果 具 初 值 u(0) = uo € 有 H1(R") 的 方程 (7.2.1) 的 初 值 问题 的 解 满足 整 
体 时 空 估计 


ull si(RxR") Slluoll er 1, (7.2.10) 


那么 波 算 子 04 RAH SH HBA, HENT ER, 


证 明 . 这 里 只 证 明 波 算 子 是 满 射 , 将 其 逆 算 子 的 连续 性 的 证 明 留 给 读 
者 .对 任意 的 wo © Al, 用 前 面 解决 局 部 问题 的 方法 可 以 很 容易 地 得 到 具 
初 值 v(0) = wo 的 方程 (7.2.1) 的 整体 解 u_ e SHR x R")， 要 证 该 解 在 五 ! 中 
散射 ,只 需 证 明 积 分 (7.2.3) 在 五 :中 条 件 收敛 .由 Strichartz 估 计 知 ,只 需 证 
明 |w|?-lu € N1(R x R”). 事实 上 , 由 Leibnitz 公 式 、H6lder 不 等 式 、Sobolev 峰 
入 以 及 (7.2.10) 可 得 


ue ull vt cexmey Slul Tao- lull 24 
(RxR”) (n+2)(p-1) ose Le HD 4 (RxR") 


Cm 


- 226 - 第 七 章 非 线性 色散 波 方程 的 散射 算 子 


Sllullgi exer) Slluollg 1. 


从 而 , 渐 近 态 w 可 由 (7.2.4) 给 出 , 即 


ww-if a S(=7)(lu(r)P-tu(r))dr. 
因此 ， 存在 + € HHEN (u4) = Uo; BNO, 为 满 射 . 


定理 7.2.6 ( 弱 整 体 时 空 估计 蕴含 着 强 整体 时 空 估计 ). 设 n > 3 和 p E 
(1+ 4,1+4+ 4,). 如 果 具 初 值 u(0) = uo € 及!(R") 的 方程 (7.2.1) 的 初 值 问 题 的 
解 满足 整体 时 空 估计 : 对 某 个 g € (2+4,24+ 4], 有 


n 
llullz: RxR”) Suolly 1, (7.2.11) 


AR A (7.2.10) we 


证 明 . 令 7 = (luola) > 0 为 一 非常 小 的 待定 常数 . 由 (7.2.14), 可 以 将 时 
间 轴 了 及 分 成 一 些小 的 区 间 了 7 使 得 在 每 个 小 区 间 上 


n/2 < ||u|lzy_ (xen) S”. (7.2.12) 


显然 , 这 些小 区 闻 的 个 数 为 有 限 个 ， BHO, q, ual S 取 定 一 个 I, 记 7 = 
[to,t1]， 由 Strichartz 估 计 (7.2.8)、 能 量 守 恒 、Leibnitz 公 式 及 Ho6lder 不 等 式 可 


48 
与 
ull sicrxRr) NG. R”) 十 ag Lulla (IxR”) 
SO + llull atao- ull 244 


t,x 


—1 
SOfuol ga (D+ lull aae- ul sicrxRn) 
LL, 2 (IxR") 


t,x 


151 的 定义 及 Sobolev 风 入 可 知 , 对 任意 的 re [2 十 2 fe JE 


lulle; axr») S lull sicrxRr): 


将 此 式 与 (7.2.12) 作 插值 可 得 , 存在 0 < 6 = B(q) < 1 使 得 


lull cra-y al ieee 
a P (IxR”) S1( oe 六 


从 而 


—B)+1 
lull ss asemny < Cuol) + Cn? ul rR 
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由 Bootstrap 原 理 可 得 


ell gicrxRn) = Ollully1 I. 


将 所 有 的 (有 限 个 ) 时 间 区 间 累 加 即 得 (7.2.10). 
接 下 来 , 就 是 要 证 (7.2.14), 这 也 是 证 明 散 射 理 论 的 主要 部 分 . 在 茶 些 特殊 
情况 下 , 比如 球 对 称 解 的 情形 和 三 维 情形 , 此 估计 的 证 明 相 对 简单 一 些 . 


例 7.2.7 ( 球 对 称 解 的 整体 时 空 估 计 (m > 3)). 对 于 球 对 称 解 的 情形 , 可 以 
利用 我 们 前 面 推导 出 的 Morawetz 估 计 (7.1.43) 和 (7.1.44) 及 质量 、 能 量 守恒 ， 即 
有 


julPtt 
f dadt Silo 1 4; Va 2 3. (7.2.13) 
Ritn |a| 人 
再 结合 径 向 Sobolev 不 等 式 [?, pp. 344-345] 


llz[ lulle) Sns lulla Ys € [(n — 2)/2, (n — 1)/2], Yn > 3, 


及 Holder 不 等 式 即 得 
pty 
T aan © Mtl "la lagen lel NE oe 
Slluoll 1 


因此 , 对 球 对 称 解 , 我 们 有 


1. 


< 
ll ora (RxR”) ~|luol| qa 


就 一 般 的 解 而 言 , 就 没有 这 么 直接 的 结果 了 , 其 解 可 能 随 着 空间 位 置 的 变 
化 而 变化 . 借助 于 空间 的 平移 不 变性 , 我 们 有 一 些 好 的 估计 , 特别 在 三 维 情 形 
可 以 找到 所 要 的 整体 时 空 估计 . 


例 7.2.8 (三 维 情 形 ). 对 于 三 维 一 般 形 式 解 的 情形 , 由 Morawetz 相 互 作用 
估计 (7.1.53) 可 得 


lullz4 (RxR) Siluoll jy l, 


并 且 满 足 条 件 4 E [10/3, 10]. 
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现在 , 我 们 从 尺度 变换 的 角度 用 归纳 法 给 出 一 个 证 明 . 也 就 是 要 证 
所 有 的 有 限 能 量 解 满足 整体 时 空 估计 (7.2.14)， 注 意 , 这 里 所 说 的 能 量 是 
BH BE(u(t)) := N(t) + H(t el 的 lullzxR;zaans)， 对 能 量 用 归纳 
法 , 首先 验证 小 能 量 (ullzzea) < 5) 可 以 导出 此 整体 时 空 估计 , 然 
ull Lem; S E- ô 中 6 > 0)A (7.2.14) Bede, 再 证 明 
当 ||ul|Lg(R;HiR")) < 时 (7.2.14) 也 成 立 . 

为 了 方便 , tag := (2) (p — 1), p:=2+4. 现在 先 来 看 第 一 步 . 


引 理 7.2.9 (小 E i 令 凡 为 方程 (7.2.1) 具 有 和 初 
值 w(0) = wo 的 解 ， 则 < elt, F 


lulz RxR") Sluolls 1 
证 明 . 由 Strichartz 估 计 可 得 


lullsırxr) Slluoll ar) + llu ull v3 ce xen) 


= 
Suollin + lle. gern lulis eer): 


对 co > OASobolevikK AK AH! C H! c Bo ae Bae ee , # 1H} C 
BI Sobolev WEB a Boa iph = BS, c Lt GEH ito > 0 使 
得 s* = p/g 十 (1 一 p/9)(1 一 n/2 一 0) >0) 可 得 


1—p/q 


< lhe Pecan) tll aca 


1—p/q < lul 


ul racer) Rolul ings n) © 


1 
WH lule er) < lleullgitacenylltoll aces 因此 


1-4 1+4 
lull seca) S luolien) + luoling lulls asr): 


1 连续 性 方法 或 Bootstrap 原 理 即 得 当 || vol] zz 充分 小 IN, lulls RxR”) Suoll grt 


1. 从 而 , llullz RxR») Siiuollya 1 

S0 << 五 /2， 现 假设 对 任意 意 的 wuo E Hi(R OP Zljuoll a1 (Rn) S = 6 时 ， 
Allullee (RxR) Slul RÆ. MUE E luola) < ) oe 
1 也 成 立 ”， 


注意 到 方程 (7.2.1) 具 有 尺度 变换 不 变性 , BN Ault, z) 为 方程 (7.2.1) 具 有 
初 值 wo(z) 的 解 , 则 对 任意 的 和 > 0, Alte) := AODA, r/K 
旦 (7.2.1) 具 有 初 值 u (x) := 入 -2/2-Dwuo(z/ 入 ) 的 解 . 并 且 对 任意 的 > 0 有 


~ 


入 n2 n 
llus ll ers can) =A? pI “uoll grs Rr): 


87.3 与 NLS 相 关 的 一 些 结果 - 229 . 


从 而 有 


Jd lire") < APPT (AT! + llullara < AP FTA + YE. 


WA = G- yp) FP, M 


2 i n n 2 
上 人 aa < E56, 有 ld cn) < (1/2 + 462 D-T] Lal] cen) 


由 归纳 假设 知 


入 
lene, xR") Suir t Slul t 


— 24 
Welg we D | 人 ae/ /ldrat 


2 
=r gay f f madira 
R n 


= q 
=llullz; (RxR) 


AMA llull (RxR) Sijuollyr 1 因此, 有 下 面 的 定理 


定理 7.2.10 (整体 时 空 估计 ). hn > 3 和 p € (1+ 4,1+—4,). 对 任意 
的 Ug € Ht(R”), uX HAtiu(0) = uo 的 方程 (7.2.1) 的 初 值 问 题 的 整体 解 ， 
则 v 满 足 整体 时 空 估计 


lull rg (RxR?) Slleoll ga ls (7.2.14) 
Le H 


其 中 g = (p- 1). 


87.3 ”与 NLS 相 关 的 一 些 结果 


本 节 , 我 们 将 叙述 最 近 的 一 部 分 相关 结果 , 在 此 并 不 给 出 证 明 , 而 只 是 列 
出 一 部 分 相关 参考 文献 以 方便 读者 查阅 5 
下 面 先 对 如 -临界 NLS 方 程 的 散射 结果 作 一 简单 的 介绍 . 先 引入 方程 


| iut + Au = uj Zu, (7.3.1) 


u(0, £) = uo(x). 


5 关于 其 它 相 关 非 线性 Schr6dinger 方程 的 散射 理论 的 研究 概况 及 最 新 进展 可 参见 Dispersive 
Wiki 网 页 http://tosio.math.utoronto.ca/wiki/index.php/NLS_scattering. 
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最 初 , HJ. Bourgain[12] 和 M. Grillakis[47] 分 别 得 到 了 n = 3,4 维 径 疝 情形 时 解 
的 整体 适 定 性 . 后 由 T. Tao[152] 将 此 结果 推广 到 了 任意 维 (n > 3) 球 对 称 解 的 
情形 . 同时 , J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka, 和 T. Tao 等 [31] 基 
FJ. Bourgain 的 关于 能 量 运 用 归纳 法 的 思想 得 到 了 n = 3 维 一 般 初 始 值 情 形 下 
解 的 整体 适 定性 及 其 散射 理论 . 其 中 , 对 频率 空间 和 物理 空间 同时 运用 归纳 法 ， 
并 且 用 Morawetz 相 互 作 用 估计 (7.1.53) 来 代替 原来 的 Morawetz 不 等 式 (7.1.43)， 
以 更 好 地 处 理 非 径 向 的 情形 . 此 外 , 此 Morawetz 相 互 作 用 估计 与 频率 空间 中 
控制 2 质量 的 动量 的 近似 守恒 律 一 起 刻画 了 能 量 集中 的 可 能 性 ， 后 又 被 E. 
Ryckman 和 M. Visan[135] 以 及 M. Visan[165] 分 别 将 此 结果 推广 到 了 n = 4 维 及 
任意 n > 5 维 的 情形 . 到 此 , 任意 维 (n > 3) 太 1- 临界 NLS 方 程 的 散射 理论 已 被 完 
全 解决 , 即 下 面 的 定理 . 


定理 7.3.1 ([31, 135, 165, 定理 1.1]). $n > 3， 则 人 
È E(uo) < 00 的 初始 值 uo, (7.3.1) 存 在 唯一 整体 解 u c CHL N L7 Eg 时 使 得 


uo 


— 


SS 


2(n+2) 
ie f_t a) P aedt < Clu), 
一 DG Rr 


n-— 2 2n 
t n—2 d. 
— u(t, x)| 2da 


B(u(t)) = f veea + 


同时 , EERE A T B RAE BE: 
推论 7.3.2 ([31, 165, 推论 1. 2 以 及 [135， 命题 8 1). 4n > 3. Suf A 


有 限 能 量 , u 是 (7.3.1) 在 wu € CPA) N Lz E 中 的 唯一 整体 解 . 则 存在 自 
Schrodinger $Z (ið; + A)us = 0 的 有 限 能 EEU | 使 得 


ur (t) — vb)lg 40, Bt 一 too, 


并 且 , 映射 uo > us (0) 是 从 应 1(RR") 到 其 自身 的 同 胚 映射 


随 着 能 量 临 界 的 非 聚 焦 NLS 方 程 散射 理论 的 完美 解决 , 人 们 把 目光 投向 了 
男 一 个 具有 挑战 性 的 问题 , 那 就 是 质量 临界 非 聚焦 NLS 方 程 


iut + Au = ulna, 
u(0, x) = uo(z) 


的 整体 适 定性 和 散射 算 子 的 存在 性 . 目前 , 在 这 方面 已 有 部 分 结果 : 


(7.3.2) 
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e n>1, 对 于 充分 小 的 初 值 wo € LR”), (7.3.2) 是 整体 适 定 的 并 且 散 射 算 子 
存在 . 


n > 2, 对 于 径 向 初 值 uo € LR”), (7.3.2) 是 整体 适 定 的 并 且 散 射 算 子 存 
在 , 详 见 [89, 91]. 


e n > 3, 对 任意 初 值 uo € LR”), (7.3.2) 是 整体 适 定 的 并 且 散 射 算 子 存在 ， 
详 见 [39]. 


对 于 含 其 它 非 线 性 项 的 NLS 方 程 近年 来 也 得 到 了 一 些 非常 好 的 结果 . 
如 含混 合 窘 函数 型 非 线 性 项 |wj?iw + wl?2w 的 NLS 方 程 当 4Jn < pi < po < 
4/(n 一 2) 以 及 4/n < pi < po S 2* 一 2 时 散 冉 算 子 在 整个 能 量 空 falar 
存在 , 详 见 [118, 122, 155). 含 非 线性 项 (六 * Jul?) uMNLS, 亦 即 Hartree 方 程 ， 
XV € LP! + LP, pi,p2 > 1 及 n/4 < pz < pi < n/2 时 散射 算 子 在 万! 中 存在 ， 
详 见 [121]. 又 如 含 如 下 非 线 性 项 


2k 
ju 三 内 >, (pill LW, 和 A 和 >0,， n=1,2 (7.3.3) 
k>1+2/n : 
的 NLS 在 一 定 条 件 下 , 其 散射 算 子 也 是 存在 的 , 详 见 [176]. 
与 此 同时 , 聚焦 型 的 NLS 


| iu + Au = —|ul?u, (7.3.4) 


u(0, £) = uo(7) 


也 得 到 了 长 足 的 进展 . 比如 在 n = 3,4,5 维 空间 具 广 1- 临界 非 线性 项 的 情形 ， 
即 p = 4/(n — 2), 对 任意 能 量 和 动能 均 小 于 基态 的 对 应 能 量 和 动能 的 径 向 
初 值 wo € 户 1(R")，(7.3.4) 是 整体 适 定 的 并 且 散 射 算 子 存在 , 详 见 [75]; 对 于 维 
数 n > 5 的 情形 , 可 以 去 掉 “ 径 向 ”的 限制 , 即 对 任意 能 量 和 动能 均 小 于 基态 的 对 
应 能 量 和 动能 的 初 值 wo € HR”), (7.3.4) 是 整体 适 定 的 并 且 散 射 算 子 存在 , 详 
见 [90]. 除 此 之 外 , 当 维 数 n > 4 时 , 对 于 质量 临界 的 聚焦 型 NLS, 即 p = 4/n, 当 
球 对称 初 值 uo € 玉 !(R") 的 质量 等 于 对 应 基态 的 质量 时 , (7.3.4) 的 解 不 会 发 生 
散射 ,而 是 以 孤立 波 的 形式 存在 , 详 见 [88]. 


第 八 章 ”没有 角 和 截断 假 设 下 Boltzmann 方 程 的 弱 解 的 正 
则 性 问题 


Boltzmann 方 程 主要 描述 稀薄 气体 分 子 间 的 相互 碰撞 的 物理 现象 , 提供 
在 微观 水 平 上 产生 的 宏观 信息 , 是 流体 力学 基本 方程 组 的 统计 力学 基础 , 是 
空气 动力 学 中 重要 的 模型 之 一 . 它 广 泛 应 用 在 航空 航天 , 核能 技术 ,半导体 ,等 
离子 体 ,凝聚 态 研 究 等 方面 而且 Boltzmann 方 程 通过 和 矩 展 开 对 应 流体 力学 
中 的 Euler 方程 (0 阶 ) Navier-Stokes 方程 (1 阶 )， 本 章 主 要 研究 Boltzmann 方 程 
的 相关 问题 之 一 , 即 没 有 角 截 断 假设 下 Boltzmann 方 程 弱 解 的 正则 性 问题 ( 关 
于 带 有 角 截 断 假设 下 Boltzmann 方 程 的 相关 问题 , 由 于 篇 幅 有 限 , 在 此 就 不 
做 介绍 了 . 此 外 关于 角 截 断 假设 的 定义 ,我 们 在 本 章 第 一 节 给 出 ). 由 于 此 问 
题目 前 主要 利用 调和 分 析 理 论 来 研究 , 所 以 在 本 章 中 我 们 通过 阐述 此 问题 ， 
让 读者 初步 了 解 Boltzmann 方 程 . 首先 , 需要 注意 的 是 , 在 没有 角 截 断 假 设 
下 Boltzmann 方 程 的 碰撞 算 子 像 一 个 主 部 为 (-A)”2 的 奇异 积分 算 子 或 拟 微分 
BF. 此 现象 由 Pao[129] 最 早 发 现 的 , 也 可 以 参看 Ukai 的 结果 [161], Lions[107] 
给 出 了 其 精确 的 表达 式 , Villanil163] 给 出 了 Sobolev 最 佳 指数 x/2. 上 世纪 90 年 
{K,Desvillettes[33, 34] 针 对 齐 次 空间 的 一 些 简 单 模型 , 得 到 了 弱 解 的 正则 性 结 
R. 本 世纪 初 , Alexandre, Desvillettes, Villani 和 Wennberg [2] 建 立 了 关于 碰撞 
算 子 的 一 些 漂亮 的 公式 . 本 章 给 出 的 结果 大 部 分 给 出 了 完整 的 证 明 . 为 方便 起 
JL, 在 每 小 节 都 分 别 列 出 了 相应 的 文献 以 便 有 兴趣 的 读者 参考 . 


88.1 Boltzmann 方 程 模型 的 导出 


本 节 我 们 从 数学 的 角度 简单 介绍 一 下 Boltzmann 方 程 模型 的 导出 , 具体 可 
参看 [23, 35, 164]. 


88.1.1 ” 输 运 模型 


空气 动力 学 理论 来 源 于 在 相 空 间 中 用 分 布 函数 描述 气体 (等 离子 体 ,其 它 
的 由 大 量 粒子 组 成 的 系统 ) 的 模型 . 此 相 空间 即 包含 宏观 变量 (物理 空间 中 的 位 
置 ) 也 包含 微观 变量 (描述 粒子 的 状态 ). 当前 , 我 们 主要 研究 由 单一 粒子 组 成 的 
系统 , 粒子 遵循 古典 力学 的 守恒 律 ,没有 相对 论 及 量子 效应 . 一 般 地 , 我 们 主要 
研究 在 一 个 有 界 或 者 无 界 的 区 域 9 C R"( 通 常 空间 维 数 n = 3) 中 气体 在 时 间 
区 间 [0, T] 或 者 [0, 二 oo] 内 的 变化 情况 . 通常 , 假设 未 知 函数 ft zx,v) > 0, 定义 
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在 [0, T] x Q x R”, 其 表示 为 在 相 空 间 中 在 时 间 t 时 刻 , z 位 置 下 ,以 速度 v 运 行 的 
粒子 的 密度 函数 . 事实 上 , x = (x1, £2, Zn) Mv = (v1, V, .vn) 是 问 量变 量 . 

在 没有 外 力 的 作用 下 , 如 果 粒 子 之 间 不 发 生 碰 撞 , 而 且 粒 子 与 其 周围 的 
环境 也 不 发 生 磁 撞 , 那么 粒子 将 沿 着 直线 作 勾 速 运动 . 也 就 是 说 ,给 定 任意 时 
交 t, 位 置 x 和 速度 v, 经 过 时 间 s 后 , 粒子 在 t + s 时 刻 , 在 z + vs 位 置 ,粒子 还 保持 
速度 为 v 运 动 . 即 粒子 运动 的 轨迹 是 直线 . 

f(t+s,2+0s,v) 二 f(t,x,v)， 对 任意 的 s. (8.1.1) 

对 (8.1.1) 两 边 对 s 求 微分 


Of +v: Vof =0. (8.1.2) 


(8.1.2) 为 自由 输 运 模型 ，v . V。 为 输 运算 子 , 其 中 “.” 表 示 R" 空 间 上 的 内 
Blu .Va = Ela Un ges (8-1.2) 说 明 当 粒子 间 没有 相互 碰撞 时 ,粒子 的 密度 函 
数 的 变化 率 为 零 

如 果 给 定 一 个 外 力 F(t £) = (Fi, Fo, Fp) 像 这 样 的 外 力也 可 能 在 某 些 
特别 环境 下 依赖 于 速度 w 例如 在 磁场 的 环境 中 ) 作 用 于 粒子 上 . 粒子 运动 的 轨 
迹 不 再 是 直线 , 而 满足 如 下 的 微分 方程 : 


z(t) = v(t) (8.1.3) 
b(t) = F(t, 2(t)) (8.1.4) 

IBA f(t, xz,v) 满 足 如 下 的 偏 微 分 方程 , 称 之 为 Vlasov 方 程 
Of tu-Vef + F(t,2)-Vof =0, (8.1.5) 


其 中 (bz) Vo = DP Fag. 
§8.1.2 Boltzmann) Fete 
如 果 当 粒子 上 的 作用 力主 要 是 由 粒子 之 间 相 互 碰 撞 产 生 的 ( 通常 地 ,假设 
粒子 之 间 的 作用 力 是 由 相互 作用 位 势 9(7) 决 定 的 , 7 是 粒子 之 间 的 距离 ), 那么 
将 导出 著名 的 Boltzmann 方 程 . 在 给 出 Boltzmann 方 程 前 ,我 们 首先 需要 对 粒子 
之 间 相 互 碰撞 给 出 一 些 假设 : 
(1). 粒子 之 间 只 有 二 元 碰撞 , 这 个 假设 蕴涵 着 气体 是 足够 稀薄 的 使 得 二 元 
以 上 的 碰撞 可 以 忽略 不 计 ; 特别 地 , 如 果 在 三 维 空间 下 , 由 个 半径 为 > 的 硬 球 
组 成 的 气体 , 这 个 假设 意味 着 ; 


Nr <1, Nr ~ 1. (8.1.6) 
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(2). 假设 碰撞 发 生 过 程 中 的 空间 , 速度 和 时 间 对 于 所 研究 的 整个 空间 ， 
速度 和 时 间 的 范围 , 是 局 部 的 ; 也 就 是 说 碰撞 发 生 的 时 间 和 所 要 研究 的 时 
间 [0, 区 相 比 非常 短 , 碰撞 后 粒子 的 速度 的 变化 率 非 常 小 . 

(3). 假设 碰撞 是 弹性 碰撞 , 动能 和 势能 在 碰撞 过 程 中 是 守恒 的 . 

(4). 假设 碰撞 是 微观 可 逆 的 , 也 就 是 说 微观 动力 系统 是 时 间 可 逆 的 . 而 且 
WRH (v, vx) 表示 碰撞 前 的 速度 , 用 (vw, wv) 表示 碰撞 后 的 速度 , 那么 由 (w, w) 变 
成 (v,v) 的 概率 和 由 (vv ) 变 成 (v,w) 的 概率 一 样 . 

(5). 假设 将 要 碰撞 的 两 个 粒子 的 速度 是 没有 关系 的 , 粗略 地 说 , 碰撞 并 
不 是 经 常 发 生 的 , 一 个 粒子 和 另 一 个 粒子 (虽然 此 粒子 可 能 和 别 的 粒子 发 生 磁 
撞 ) 已 经 和 自己 发 生 碰撞 , 而 再 次 碰撞 的 几率 可 以 忽略 不 计 . 

这 样 , 如 果 只 考虑 到 粒子 之 间 的 相互 碰撞 , 则 方程 (8.1.2) 变 为 更 一 般 的 格 


T 
Of +v: Vaf = Q(f)(v). (8.1.7) 


(8.1.7) 说 明 当 粒子 间 有 相互 碰撞 时 , 粒子 的 密度 函数 的 变化 率 不 再 是 零 ， 
而 是 和 其 本 身 有 关 的 函数 . 下 面 我 们 将 导出 @( 访 的 具体 形式 . 首先 我 们 定 
义 户 (ui,va) 为 速度 分 别 为 va 的 两 个 粒子 的 共同 的 密度 函数 , E plu, v 一 
U3, v4) 表示 在 t 时 刻 z 位 置 , 速度 分 别 为 mv 的 两 个 粒子 碰撞 后 分 别 变 为 va, v4 的 
概率 密度 函数 . 由 于 只 是 二 元 碰撞 , 那么 我 们 将 考虑 如 下 将 影响 速度 为 v( 首 先 
给 定 ) 的 粒子 密度 的 两 种 的 情形 ; 

首先 可 能 的 情形 是 , 一 个 以 速度 为 v 的 粒子 和 另 一 个 速度 为 w 的 粒子 碰撞 
后 , 一 个 速度 变 为 v, 男 一 个 速度 变 为 v/. 

另外 一 种 可 能 的 情形 是 , 一 个 以 速度 为 w 的 粒子 和 另 一 个 速度 为 ws 的 粒子 
碰撞 后 , 一 个 速度 变 为 w, 另 一 个 速度 变 为 必 . 

MAQ(S) = Q) -— Q-(f), HQ (A) 和 Q+( 了 ) 分 别 描 述 上 面 两 种 性 
中 Q-(f) 表 示 速 度 v 的 粒子 碰撞 后 变 为 其 他 速度 的 密度 变化 率 , QH) 
示 其 他 速度 的 粒子 碰撞 后 变 为 速度 v 的 密度 变化 率 . 


Q7 (f)(v) = f i | fo(v, v«)p(v, Ve 2 v, v,)dvi,du' dv: (8.1.8) 


u 


TT 


= 
N 


ar(ney= ff . j fae wo) ps > 0h) duh iodo (B19) 


而 由 上 面 的 假设 (4), 有 


Vv1, U2, U3, V4, p(v1, v2 一 U3, U4) = p(v3, v4 =; U1, U2) 
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再 由 上 面 的 假设 (5), 可 知 v 和 w 是 相互 独立 的 变量 , w 和 w 是 相互 独立 的 变 
量 , MAB falv, v) = f(v)f (vs) A fo(w, we) = fw) flw). 这 样 , SQ) = 
(FF) = QF, S) -QTC F) 其 中 


= 人 1 [fo p(v, vy vv) dv dv dv, (8.1.10) 
n= hfe fœ p(v', u! — v, Vr) dv dv dv. (8.1.11) 


= f J f (EE -TD)jpewm > odo dy do, 


(8.1.12) 


Hl 


我 们 可 得 到 


下 面 , 我 们 只 要 给 出 p(v,w 一 v, vL BRAA. 首先 由 碰撞 中 的 动量 和 动 
能 守恒 , 我 们 有 


v+u =v +u, 
fup DAK = lu’ |? | (8.1.13) 
2 二 De 了 2 2° 


这 实际 上 是 由 2n 个 数值 未 知 量 构成 的 n + 1 个 数值 方程 , 很 自然 可 以 期 望 此 


系统 的 解 可 以 由 n 一 1 个 参数 来 确定 . 因此 这 些 解 有 一 个 方便 的 表达 式 , 称 之 
为 o 一 表达 式 : 


v=? = + w cite, v= 0, (8.1.14) 

o ERMS 上 变化 . 可 参看 下 图 

由 Galilean 不 变性 , 可 得 概率 p(u, va — v, vi) 依赖 于 碰撞 前 相对 速度 的 大 

lo v| AMADA EERIE Fh B= o, 我 们 用 函数 B(，) 来 表示 . 这 样 , 我 们 可 
以 写 出 Boltzmann 方 程 的 碰撞 算 子 的 最 后 的 形式 为 : 


euD f f Blo- oh EE OUSE) = Flos) fe) odes, 

(8.1.15) 

XEKAB 称 为 cross section. 方便 起 见 , 我 们 有 时 候 也 使 用 如 下 双 线 形 表 达 
式 Q(g, f): 


Q(g, f) = is Ren B(\u — vel, {g ) f(v) — g(vx) f(v)}dodv,, (8.1.16) 
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为 书写 简单 起 见 , RIAR S golL) f) = ol fl 和 g(w)f(v) = gf. 最 后 我 
们 给 出 Boltzmann 方 程 的 标准 形式 为 


Qf +v: Vif =Q, f)). (8.1.17) 


其 中 Q(f, 了 ) 由 (8.1.15) 给 出 . 其 中 关于 齐 次 空间 的 Boltzmann 方 程 , 也 就 是 粒子 
在 空间 是 均匀 分 布 的 , 意味 着 未 知 函 数 J 只 是 关于 时 间 t 和 速度 v 的 函数 , 和 空 
间 位 置 z 无 关 , 即 f = f(t,v). (8.1.17) 变 为 


Of = QF, fF)(v). (8.1.18) 
此 模型 相对 简单 , 本 章 将 主要 研究 (8.1.18). 


88.1.3 Cross section 


一 般 情 形 下 , 函数 B 的 具体 形式 写 不 出 来 . 然而 为 了 抓 住 其 主要 性 质 , 通 
常 可 以 假设 B 有 如 下 形式 : 


B(\v—v,|,0) = B(lv—v|)b(cos0), cos0 =( 


|v — v| 


注意 到 由 球面 积分 公式 , 可 得 


f B(|v — vx|,0)do = a f B(|v — v|, cos 0)d8 
Sn-1 0 


其 中 |5" 一 | 表示 单位 球 的 表面 积 . 

如 果 粒 子 之 间 的 作用 位 势 %(r) 是 inverse-power law potentials 时 , 即 粒 子 
之 间 的 作用 力 和 r-* ( 其 中 7 是 粒子 之 间 的 距离 , s > 2) 成 正比 时 , 在 空间 维 数 
为 3 时 , 函数 PB 可 以 写 为 如 下 : 


Bl(lv — vl,0) = |v — val 2=1b(cos 0) (8.1.20) 


其 中 > 0 是 除 端点 1 以 外 的 光滑 函数 , 而 且 在 端点 附近 满足 : 


sin" ?0b(cos 0) ~ 当 0 一 0, K>0. (8.1.21) 


+1 
@s-1 


sti > 1 时 , b 在 9 = 0 点 有 奇异 性 , 使 得 b 不 可 积 . 由 于 这 个 奇异 性 引起 的 困 
难 , Grad 在 接近 0 = 0 点 时 引进 一 个 角度 截断 , 这 意味 着 我 们 用 如 下 新 的 cross 
section KK # (8.1.20) All (8.1.21) FAY ee ALB 


B(\v — v|, o) = lv — v«|*=15(cos 0) (8.1.22) 


238 - 第 八 章 没有 角 截 断 假设 下 Boltzmann 方 程 的 弱 解 的 正则 性 问题 


中 0 是 光滑 的 , m Esin??? 96(cos 9) 在 接近 9 = 0 可 积 . 这 样 ,以 后 如 果 当 B 是 局 
可 积 的 我 们 称 其 为 cutoff cross section , 或 者 称 为 具有 和 角 截 断 假设 ， 注 意 到 
假设 是 为 了 研究 方便 人 为 加 的 , 是 不 自然 的 . 如 果 B 像 (8.1.21) 有 奇异 性 , 称 
Anon cutoff cross section, 或 者 称 为 没有 角 截 断 假设 . 本 章 主 要 研究 后 一 
情形 . 注意 分 解 Q(f, 了 ) =Q A- QT (F, S), RA SB WARN (cutoff cross 
section ) 才 有 意义 , 其 中 


y 


= ok 


it 


N= fe = B(| A (8.1.23) 


WE。 [8 Z .)f(vs)f(v)dodv,, (8.1.24) 


[v = vs] 


当 B 是 不 可 积 时 (non cutoff cross section ), 有 时 候 方便 起 见 ,我 们 有 时 候 也 
把 Q(f, 了) 分 解 成 Qt+(f, AMQ (F, 了) 两 部 分 , 这 实际 上 没有 意义 的 , 但 作为 计 
算 的 中 间 步 又 是 合法 的 . 

我 们 重点 研究 位 势 是 inverse-power law potentials 的 模型 此 时 函数 BB 可 
以 写 为 如 下 : 


B(|v — vx|,0) = |v — vl db(cos0) (8.1.25) 


如 果 Y > 0, 称 之 为 hard potentials; 通常 地 , 研究 0 < y <2 

my = 0, 称 之 为 Maxwellian potentials; 

如 果 一 n <y <0, 称 之 为 soft potentials, 一 2 < y < 0 称 为 moderately soft 
potentials, y < —2 称 为 very soft potentials. 

最 后 注意 当 s = 2, 其 作用 位 势 p(7) 变 为 Coulomb 位 势 , 这 样 会 导致 另外 一 
个 方程 Fokker-Planck-Landau 方程 , 由 于 篇 幅 限制 , 我 们 就 不 在 本 书 中 做 详细 
介绍 了 . 


§8.2 Boltzmann 方 程 的 一 些 基本 性 质 


本 节 我 们 度 简 单 介绍 一 下 Boltzmann 方 程 常用 的 一 些 基本 性 质 和 其 Fourier 变 
换 形 式 , 具体 可 参看 [35, 164]. 
1. 碰 撞 算 子 的 对 称 性 , 由 公式 (8.1.14) TELF- AI EREE > -下 
是 不 变 的 . 这 样 , 我 们 用 已 的 对 称 形 式 来 代替 万 


B(z,0) = {B(z,c) + B(z,-7) }Ieo>0 
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这 就 是 我 们 为 什么 在 (8.1.19) 中 假设 相对 角度 变化 的 范围 是 从 0 到 3, 事实 上 ， 
站 就 是 上 式 中 的 B. 


oe vx,0) > (v', vl, k) (其 中 = = E p 的 Jacobian 行 列 式 
Al, 既然 c = i =, 我 们 有 时 方便 起 见 把 此 变量 变化 写 为 (v， ae (v, vL), 
此 变量 变换 称 为 pre-post collision 变量 变换 . 即 令 f = f(v, vs, v, uL, o), 那么 有 


f f f f(v, vs, v’, vi, 0)dodu,du 
eo a (8.2.1) 
=) I | f(v, v4, v, Us, 7)dodv,dv 
Rr n J gn-1 


(8.2.1) 意 味 着 碰撞 是 微观 可 逆 的 . 


3. ZEE f(v, v, o) 一 (vs,v,0) 的 Jacobian 行 列 式 为 1， 即 令 / 厂 = 
f(v, vs, u, u, o), 有 


| f f f(v, vs, 0’, v4, o)dodv,dv 
n n Sn—1 
(8.2.2) 
= f f f (vs, v, vi, v, 0)dodv,dv 
n n Sn—1 


(8.2.2) 意 味 着 wv 和 w* 地 位 是 一 样 的 . 
这 样 如 果 wp(v) 是 连续 函数 , 那么 利用 上 面 的 两 个 变量 变换 , 我 们 有 


=i f 二 
Rr xRr gn—1 
f B(|v — vel, ie r o ea e 


一 1 os Bg(vs) f(v)(p(%) + pl’) — plv) — Gv) dodo, do. 


(8.2.3) 


如 果 令 p(v) =1,0;,9 = 1,2,..n, 中 ,利用 上 面 的 式 子 , 我 们 可 以 得 到 质量 , 动 
量 和 动能 守恒 


f onom=o f Nowo, S RN a =o. 
R” R” Rr 
(8.2.4) 
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可 题 


如 果 令 yp(v) = logf(v), 首先 定义 焙 耗 散 
-人 oneofom 
利用 (所 一 G)(logF 一 logG) > 0, 我 们 有 
pA=Ff a 


(8.2.5) 


N ` 


vy! 

v) 
这 实际 上 是 Boltzmann 方 程 再 定理 的 前 半 部 分 . 通常 , 我 们 假设 B(|v — vl, o) > 
0, 这 样 (8.2.5) 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 


FS) = Fv) f). (8.2.6) 
这 样 在 对 B 和 了 相当 弱 的 假设 下 , 有 如 下 成 立 : 


D(f)=0 < Q(f, f) =0 4 f = M(t,z7,v) (8.2.7) 


p _ lv-ul? 
OnT" 2T 
其 中 p 和 v 分 别 是 宏观 密度 和 速度 , 了 为 温度 . M 称 为 Maxwellian, 是 描述 气体 
在 平衡 态 下 速度 的 分 布 . XE (p, u, TES, 如 果 它 们 都 是 常数 , 则 称 M 称 为 
整体 (绝对 )Maxwellian , 如 果 它 们 是 (z,) 的 函数 , 则 称 MM 称 为 局 部 Maxwellian. 
显然 整体 (绝对 )Maxwellian 是 没有 外 力作 用 的 Boltzmann 方 程 的 稳 态 解 . 

FE, 我 们 给 出 碰撞 算 子 Q(g, 力 的 Fourier 变 换 形式 , 此 形式 首先 是 由 Bobylev 给 
出 的 , 所 以 也 称 为 Bobylev 等 式 . 我 们 首先 给 出 8+(g, 万 的 Fourier 变换 形式 . 对 
任意 的 试验 函数 p(v), 利用 (8.2.1)pre-post collision 变量 变换 , 可 得 


| Q*(g, fp(v)dv 
Rre 


M(t, 2,0) = Mpu, r(t, £, v) = (8.2.8) 


7 (8.2.9) 
= ff Blv- vh P= ool flo) dodu.de 
nxR? Jgrol [v — vxl 
如 果 在 (8.2.9) 中 , Sylv) = es, 有 
F(Q* (9, f))(€) 
al B(|v — vxl, ~ .a)g(v«)f(v)e ieie BaL dodu,dv 
Ran Jgn-1 = = a 


(8.2.10) 
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此 外 ,我 们 有 如 下 等 式 : 


P(k-a,l-o)do = | Fl(l.o,k.o)do, |I| = |k| = 1. (8.2.11) 
Sn—1 Sn—1 


利用 此 等 式 , 可 得 


| Bilu- uh = gje ilgo gg 
Sn-1 lv- 
-| Blo — val, È -oje te) dg 
gri 上 
这 样 , 利用 (8.2.12) 和 Fourier 逆 变换 , 我 们 有 
F(Q*(9, Te 
= ff BU- vh Be ogoro e 
R27 J Sm 一 1 


= | B(\u — vs], £, o)g(vs) f (ve E eivé dodv,dv 
R2n Jgn-1 上 | 


(8.2.12) 


7 (vv) dgdyu,du 


= f ( f A a 
R27 


本 EO f B(|v — vl, a oer e1 -dv dv) dodnedn, 
nx m= 
(8.2.13) 


其 中 , 这 里 

Et = LEL, ET = 
先 定 义 5 为 Dirac 函 数 , B(|é|, cos 6) Ta o cos0)e-i9t 为 函数 B 关 于 相 
对 速度 Fourier 变 换 . 做 变量 变换 g = v 一 


sis (8.2.14) 


G B(w == val, S à gjet -E eim dy, dy 
R2n 


一 o Bi\q\, KI oem +n-£) eilne) dady (8.2.15) 


= (Im — E|, 5-0) 5(n = € — ms) 


a 
ORF A (8.2.15), 可 得 


Fo ua = | a(n) FE — me) Be — LÈ 


Rx $7-1 | | 
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SE = Nx 一 E 我 们 有 


F(Q*(g, AO = | se a a .oj)dadt， 


Rx 97-1 
(8.2.17) 


X} F Maxwellian potentials (Maxwellian molecules) t#J%, Bl B(|z|,cos 0) = b(cos 8), 


B(\é,|,cos 0) = 6(& = 0)b(cos 0). (8.2.18) 
ae, 
FOGMO= f ADAWE od (8219) 


KFQ (g, f) 的 Fourier 变 换 , 当 B(|z|, cos 0) = b(cos0) 时 , 很 容易 地 可 得 


FAME =f HOMOGE ede (8220) 


§8.3 ”没有 角 截 断 假 设 下 碰撞 算 子 的 性 质 


本 节 主 要 研究 cross section B 形 如 (8.1.8) 和 (8.1.9) 时 , Q(g, 了 ) 的 性 质 . 主 
要 证 明 在 分 布 意义 下 , 碰撞 算 子 可 分 解 成 一 个 正则 部 分 ((-A)w? 算 子 作 用 
的 ) 和 一 个 可 控制 的 部 分 , 具体 细节 有 兴趣 的 读者 可 参看 [2]. 首先 给 出 如 下 标准 
的 范 数 定义 


lllz = fv re, = 1 <p<oo, reR, 


lfl = f foga + Pav 


首先 , 假设 f E H?(R"), A 


= fo Bile uh PP a) g( va) FF) ~ flo) dordoado 
R2n x gn-1 * 
(8.3.1) 


a / Bo 一 or 一 ojg(oo)(P2(o0) — f(v) dodvedo 
2 R2nx gn-1 


|v = vx 


= f Bllv = vol, EE UA) ~ F(0))Pdodoadey 
R22x gnr-1 


v — U,| 


对 (8.3.1) 式 中 的 第 一 项 , 我 们 有 如 下 引 理 . 
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引 理 8.3.1. (Cancellation Lemma) 假设 ws € R”, 则 有 
i B(|v — vs], k: o)(f?(v.) — f?(v) )dodv = (f? x A)(v.) (8.3.2) 
R? x Sgn- 


其 中 


U 一 Ux 


k= (8.3.3) 


|v — vl 


1 
B( 7 ,co80) — B(lzl,c080)) dd (8.3.4) 
COS 5 


A(z )= gre T sin” 20(— 
0 cos” 5 


证 明 . 为 了 运算 方便 起 见 , 我 们 不 妨 假设 B 在 球面 上 是 可 积 的 . 否则 , 我 们 
可 取 一 列 在 球面 上 是 可 积 的 函数 户 ;, 使 得 limj yo By = B. 首先 , BANA 


v= a | rw 十 lik + klo) 


给 定 c 和 内, 做 变量 变换 vw 一 v, 注意 到 此 变量 变换 定义 在 cos9 > 0 的 集合 上 . 
EK = Mave ,那么 此 变量 变换 的 Jacobian 为 : 


= wW- Va? 
v| jl 1 o1 (k-o) 
Zj [Trt ikes = z (1+k:0)= (8.3.5) 
其 中 
区。 
*O = COS- 2 —= 
2” V2 


gE GUA, : V > polu’) = v, 这 样 由 图 ??, 可 得 lw — p(o) = B, 再 
Sv =v, 则 有 如 下 : 


lw 一 (oj| = vot (8.3.6) 


这 样 应 用 上 面 这 些 变换 到 (8.3.2) 式 左边 的 第 一 项 (事实 上 ,下 面 的 运算 只 是 形式 
的 推导 , 为 了 保证 运算 的 合法 性 , 需要 一 列 在 球面 上 是 可 积 的 函数 来 逼近 原 函 
AB), 然后 再 令 w =v, 可 得 


f B(|v — us|, k - o)g(v,) f? (v )dodv 
R"™xSr-1 


= f Bile vh 20 0)? = Dal) PUN Idode! 
gn-1 (8.3.7) 
= / , BU) = vl 208-0)? = Nala) PO Gea daa 


= =o oy = U ic eae 
= f, Bvel) -vl 2:0- ow Pore oder 
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All = fae sho"? sin”? f cos”? g = sin2-20 和 球面 积分 公式 , 有 


O27 
[v — vl 2 ae 

= B 2(k - — 1 d 

= n—2 a n—2 |v Us| 2 

=|S f sin” “0B( ao os 20) rad (8.3.8) 
> n—2 

= |S"? [ sin? 2 OB( cos 0) 2 
0 2 cos 5 os? 5 
T os n—2 _ 

wor [EAE asa 
0 cos”s COS 5 

这 样 定 义 : 
A(u — vx) 


2 1 — Ux 
加 sr ft gin”—2 o( ae v | ont) — B(|v — vs, cos 0) ) dð. 
0 O 


(8.3.9) 


这 样 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 


注 记 8.3.2. 事实 上 , 如 果 B(|v —v,|,k-o) = |v — vs|blk: o), 那么 


A(v — Ux) 


z ] my 
=o i sin”? o( 7 i Ls 0) — |v — vlb(cos 0)) 0 
0 cos” 5 COS 5 


T 


_ an—2 2 . n—-2 — y 
= sin” “0lv — v,|7b(cos 8) ( 
0 


— 1)d0 
0 
costes 


(8.3.10) 
注意 到 7 > 一 n 时 ,上 式 为 正 , 当 = -n Ý X Coulomb 位 势 , 我 们 需要 另外 的 更 
为 细致 的 估计 . 
利用 引 理 8.3.1 可 得 如 下 : 如 果 0 <7 <2 
f E A — A 
R27 xgr-1 


< Cllgllrallfilzs 


(8.3.11) 
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下 面 , 我 们 考虑 (8.3.1) 式 中 的 第 二 项 , 为 了 计算 简单 起 见 , 只 考虑 Maxwellian 
molecules 情 形 下 , 即 cross section B(|v 一 v|,k.o)=b(k.0o). 

引 理 8.3.3. itg € Li(R"), f € L?(R”), 那么 有 如 下 的 Plancherel 类 型 的 
等 式 : 


b( ——* - a) g(v«)(F(0") — F(v)Pdodvedo 
R?” xgr-1 


lu — vx | 


=[ E (GOFOP HORNE (8.3.12) 
R"xgnr-l [E] 
- HEV FEN FO — HED fe) FO) eae. 
证 明 . 在 这 里 ,为 了 运算 方便 , 我 们 还 是 不 妨 假设 5 可 积 的 . 首先 , 我 们 有 
FE) = Fe)? = PW) — FW) FO) + PO): (8.3.13) 

对 (8.3.13) 式 中 的 第 三 项 2 了 (vf(v), 利用 pre-post collision 变 量变 换 和 Bobylev 等 
式 ,有 
[ol o)g(0.) FW) Fadedwdo = f Q*g.AFde = (Qt (91), Pie 


= (FQ (9, f) Ff)r he! f j DAE VEDRO + EFE+) FE) dedo 
(8.3.14) 


对 (8.3.13) 式 中 的 第 三 项 f2(v), AH fon- O(k + odo ARAL Ek, 我 们 有 


f hear edad I. i fo Gii E Po) 


s f We - 0) 9(0)|F(€)Paédo 


(8.3.15) 
Xt (8.3.13) c0F AY — S), 做 变量 变换 (v — vy, v) > (01, 0%), 然后 令 v1 = 
v, 最 后 类 似 于 引 理 8.3.1 的 证 明 那 样 做 变量 变换 wy 一 > vw 


— ae PCE + PEM yaodv.de 


|v = v| 


7 f bo) gw) o,f 
[v| 


v + lola 
2 


v1 + |v], 9 
一 一 一 一 )| ccdud 
)|“dcadusdui 


v (8.3.16) 
z f Wg Dael )Pdodued 
n-1 
=a |r», f(v’) |(?dodv,dv', 


= | W(wW(v',0)9(Us 
fow lo) 
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w(v',o) = alri ` o)? =, Tv, f = fuer). 


|v 


这 样 利用 [6,_15(k = o) 不 依赖 单位 向 量 k 和 | 天 (mf)| = | 天 (有)|, 再 类 似 于 引 
理 8.3.1 的 证 明 那 样 做 变量 变换 上 > Et, 可 得 


= 2 2do v 
(8.3.16) = fr)( fowler O | (8.3.17) 


= 9(0) | Wj FE aoa. 


这 样 综合 (8.3.13),(8.3.14),(8.3.15) 和 (8.3.17), 可 得 (8.3.12). 


推论 8.3.4. itg € FTIR f € L7(R"), f 20. 那么 


j, b+ a) 9(vx)(F(0") — Fo)? dodosdv 
R2nxgn-1 |v — va] 


(8.3.18) 
F(¢)|? £ -a)(g — |g(E— o 
> | AOP | We NGO -E aa 


证 明 . 利用 引 理 8.3.3 和 如 下 不 等 式 ， 


(ENP + FOP = IFO 


我 们 可 得 到 推论 8.3.4. 


引 理 8.3.5. itb 满足 (8.1.21), 常数 Cg 依赖 于 n, |g||za，|lgllzzogrz 和 凡 那么 
Xé > 1 时 , 有 


人 证 :GO ~ le Das > Cle” (8.3.19) 


引 理 8.3.5 是 由 如 下 两 个 引 理 的 推论 . 下 面 我 们 经 常用 到 常数 Co 表示 依赖 
Tn, lgllz;, lal] rogr MO. 


引 理 8.3.6. 存在 依赖 于 n, ||g||z: 和 |lgllzxooz 的 常数 Co 使 得 


5(0) — g(€) > Č, (él? A 1) (8.3.20) 
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WEAR. 对 某 个 9 CR, 我 们 有 
(0) — g(€) 


= g(v)(1 — cos(v 


— |u-€+0—-—2pr 


nae) 
> 2sinf € 


lol 1 
> 2sin? ef |g - ——* - 


lAl< jg 2r)! 


jé] > 


lolz 


Cy = 2sin? ef llgllr: - 一 


1, 取 如 下 常数 我 们 可 得 引 理 


-€+6))dv 


g(v)dv 


|>2e 


(8.3.21) 


lal 
{le -22 - f glvjav} 
|vl<r,WpeZ,|v-€+0—2pm|<2e 


sup 


ane on 


H 


sup 
| A|<4e(2r)-14 2£ (2r)” 


[ soar} (8.3.22) 


MEL <1, 令 6 = gp 取 如 下 常数 我 们 可 得 引 理 
in? llallz: 
C = 282 inf sin” (9|4) dl | d 
g oe Per {lglz aes „90 v) 
(8.3.23) 
引 理 8.3.7. 如 果 如 下 成 立 
sin”? 00(cos 0) ~ 当 0 一 0 天 (>) > 0. (8.3.24) 
那么 , ZJE > 1, 我 们 有 
i= m -o)(\E- |? A 1)do > KV) (8.3.25) 
证 明 . 我 们 首先 注意 到 
San Ie E 
= 1 一 ”一 一 
|€ | a 四 “0) 
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可 题 


球面 坐标 变换 , 可 找到 茶 个 bo > 0, 使 得 


f egede Paa 
Sm 一 1 
2 
=g" T sin” 2 go(cos0)(SE (4 — cosa) 1) a6 (8.3.26) 
0 


60 292 
> sis f (四 0 ^1) dé 
2 2 


itv 


作 变 量变 换 9 — |El, 可 得 (8.3.26) 式 中 的 积分 为 


ĉo g2 dé 
a [OG Dare (8.3.27) 


这 样 , 取 如 下 常数 可 得 引 理 
Is" Pg j 


这 样 利用 引 理 8.3.3, 推论 8.3.4 和 引 理 8.3.5 可 得 关于 (8.3.1) 式 中 的 第 二 项 有 
如 下 的 下 界 


f. ok 以 a -o)g(vs)(f(v") — f(v))2dodv,dv > Call fli (8.3.28) 


|v — v| 
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本 节 主 要 给 出 本 章 第 三 节 内 容 的 应 用 , 将 要 证 明 如 下 没有 角 截 断 假设 下 齐 
次 空间 情形 下 Boltzmann 方 程 的 弱 解 的 正则 性 . 


(8.4.1) 


ee =Q(f, ftv), t > 0,v ER”, 
f(0,v) = folv), 


中 cross section B 满 足 


NI 


一 U— UV. 
EE | ž 
* 


a) = |v — v|" 


a F 
paa 


Kv) 
gitv 


sin”? 6b(cos 0) ~ “4 0 一 0, K(v)>0. 
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由 (8.2.4), 我 们 可 得 Cauchy 问 题 (8.4.1) 的 解 f(t,v) 满 足 如 下 的 质量 , 动量 和 动能 
守恒 
f flt,v)dv = f fo(v)du (8.4.2) 
R” R? 
人 Moone fa fo(w)usdv, j = 1,2...n (8.4.3) 


[senha v= f fl) ewe (8.4.4) 


XK F Cauchy fr] (8.4.1) He 55 AY FFE HE, Villanil162] 在 1998 年 得 到 当 
初始 值 的 质量 , 动量 和 动能 满足 如 下 自然 的 条 件 下 : 


人 fo(v)[1 + |u|? + log(1 + folv))]du < +00, (8.4.5) 
WU AY CARARE HE Aa F HERAA 55 AE f(t, v): 
f(t,v) > 0, f(t,v) € C(R*,S’);t > 0, f(t,v) € £3) LlogL 
f(t, v) € L*((0,T]; £3,,), F(0, v) = folo) 
f teow ode =f POC E (0) = ro HE 


f fl(t,vJlogf(t, v)dv < | fo(v)logfo(v)dv 
Rn Rn 


R” 


| flt.ryettv)do— | foo), vdo- l | 
= a {QD etn de, Volto) € CUR ORR) 
由 于 上 式 右 边 最 后 的 积分 可 以 被 如 下 定义 
f QEPE volo) 
= 5 fa J BIOMED) + ol) olos) ~ oe) dedrxda 


由 此 可 得 试验 函数 pg 可 属于 空间 L%([0, T]; W29). 
这 样本 节 将 要 研究 : BOR Cauchy ja) (8.4.1) SSAA AEE, 且 满 足 
如 下 的 自然 的 条 件 


人 PG ait oie? Hes 4 Fe alan < 400, (8.4.6) 
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= 


性 问题 


那么 此 焙 弱 解 是 否 具 有 正则 性 , 即 如 果 初 始 值 不 光滑 , 那么 当 t > 0 时 , WSS 
解 f(t,v) 是 否 关 于 v 是 光滑 的 呢 ? 本 节 将 证 明 在 Maxwellian molecules 情 形 下 ， 
即 cross section B(|v — v|, k-o) = b(k- o), Cauchy 问 题 (8.4.1) 的 炉 弱 解 属于 空 
间 太 +%; 对 于 hard potentials, 目前 只 有 在 modified hard potentials 情 形 有 些 结 
果 , 感 兴趣 的 读者 可 以 参看 [4, 36, 65]. 对 于 soft potentials 情 形 , 目前 基本 上 没 
有 结果 . 本 节 主 要 介绍 一 种 称 为 乘 子 的 方法 , 即 首 先 构造 一 个 〈 一 组 ) 合适 的 
RT, 然后 主要 考虑 乘 子 对 应 的 拟 微 分 算 子 和 碰撞 算 子 Q(f, 了 ) 组 成 的 交换 子 的 
估计 . 


首先 , 我 们 介绍 一 种 称 为 二 进 制 分 解 的 方法 , 可 参看 文献 [3]. 二 进 制 分 解 
如 同 第 一 章 第 三 节 定 义 的 那样 : supp px C {€: 2571 < jéj] < 241}, KEN, 
supp po C {&: |El < 2}, Ro ve = 1; HOG, AEE IA PAL, 即 存 在 径 向 
RAPHE Se(\El) = ve (E). 此 外 还 假设 : 对 于 多 重 指标 a, 存在 常数 Ca 使 得 如 
下 成 立 


Klal Dy, (E)| < Ca, k=0,1,2...; EER. (8.4.7) 
定义 二 进 制 分 解 算 子 


Anf(6) = ADRE, k=0,1,2.; EER". 
引 理 8.4.1. 假设 初始 值 fo(v) 满足 (8.4.5),cross section B(|v — vxl, k-o) = 
b(k-o), 而且 


sin”? 0b(cos0) ~ 当 0 一 0, K>0. (8.4.8) 


pity 


4> f (t, v) %& Cauchy I] 2 (8.4.1) 9 JA 95 AR, 且 满 足 (8.4.6), 那么 有 


k+1 
(AnQ(f, F), Axf)r2 — (QG, Arf), Mpf)r2 < Cllfolla( >» NAxfle) 
j=k—2 
Í (8.4.9) 
k+1 
(Arf, AQC, f))z2 — Arf, Qf, Arf) r < Clll X Afl) 
) 一 大 一 2 
(8.4.10) 


注 记 8.4.2. 根据 弱 解 的 定义 , 如 果 f(t,v) 是 弱 解 , 我们 选取 AkjF 作为 试验 
函数 (Akj E L>([0,T]; W>%)), 这 样 保证 了 (8.4.9) 和 (8.4.10) 式 中 左边 的 内 积 
是 有 意义 的 .因为 除非 fe H?(R"), 否则 直接 选取 tv) 作为 试验 函数 是 没有 意 
义 的 . 这 实际 上 也 是 我 们 为 什么 要 用 来 子 方法 的 原因 , 主要 是 保证 运算 是 有 意 
义 的 . 
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证 明 . 
我 们 只 需 证 明 (8.4.9), (8.4.10) 的 证 明 与 之 相 类 似 . 首先 用 Fourier 变 换 作 用 
¥ Boltzmann7y f#(8.4.1)_E, 那么 由 (8.2.19) 和 (8.2.20) (Bobylev 等 式 ) 可 得 


Af = OF DO =f oC ENOR- AOAO) (84.11) 
(8.4.11) 式 两 边 乘 pk(&), 可 得 


ARIE) = AQF AE) 
¿ ae oo (8.4.12) 
=f (Fe fen) one) -PONDE ) ado 
sn-1 |é| 

那么 ， 

(Bef, An Fie = (AQC, P), ef)r2 + (Arf, AQC, f)) x2 

= 人 -a h Arja Arf 

=f f FE ROMO ~ FOFORO FE) doe 


+f fe (Fe Fe YRC) FC) -FORORO dos 


此 外 , 我 们 有 


oF =) oe do 
gn-1 || 


(8.4.14) 
OGA. ~ + (Ant, QF, ADi 
= | foo (Fe yorke FE ORO = MO MOEA) dod 
+f f Le (FMM EOF ~ FO FORO FO) doas 
(8.4.15) 
那么 , 由 (8.4.13) 和 (8.4.15) 可 得 
(AQC, f), a - (Q, Arf), rl) 
(8.4.16) 


= . fè 7 (a o) EVE eu ©) — vel€*) wu (©) FlOdode 


可 题 
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首先 由 上 + 和 和 的 定义 , 有 


ét= s+ ke , let] = ll cos £, G7 一 e030,0<0<3 
_ A 0 
KË <et < Iel, Ie et = EP = lef sin È 


在 上 (8.4.16) 式 积分 中 注意 到 2 < E] < 2*11, HET HE A424 < Et] < 
28+1. 那么 


FEH) = Araf (6+) + Anat (Et) + Akf Et) + Anat f(Et) (8.4.17) 
AHIRE) < Nm < Wfollza, FU4S (8.4.16) AT Mitin FEE 
£ K £(e+ ki xT 
1 b(— -a)|A Ag||A dod A, 
lole fison Aan a Mfg] ETENA Olode (8.418) 


— 


pile J OE AR 7 (eT) NAAR Oldo 
2k-1<lel<2r+1 Jgn- || 
(8.4.19) 
£ K (e+ kl| 大 
1 b -o)l Ag AEI A dod 
Hl fien Jp fey VETTEN doat 
(8.4.20) 
3 K (et kK 
1 cen A Agl|A 
+ Wola fo gega Jaa fey: ET EA ERT Ood 
(8.4.21) 
1(8.4.7), 可 得 
IAB] = pn(€) — wel) < ICEN — Br(é+) 
1 |g? — jet |? 20 (8.4.22) 
S 4 (El - eps 区 放下 ET Si 3 


我 们 只 估计 (8.4.18) 式 , (8.4.19)-(8.4.21) 的 估计 可 以 类 似 地 得 到 . 利用 (8.4.22) 
和 Halder 不 等 式 , 五 可 得 ( 8.4. 制 如 下 


Holla 3 1<|é|<2r+1 J gn AE A AAE l 


a Ant) js Gy? ) sin? f ART (€* dod 


S lola ( faroa) { f ( f oc asin? GIANT (eld) ae} 


< lloll Arf ll? 
(8.4.23) 
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其 中 上 式 倒 数 第 二 项 中 最 后 的 积分 可 以 类 似 于 引 理 8.3.1 的 证 明 那 样 做 变量 变 
MET 一 和 来 得 到 估计 . 


定理 8.4.3. 在 引 理 8.4.1 的 条 件 下 , wR (t, v) Æ Cauchy W(8.4.1) 49 1% 
弱 解 , 且 满 足 (8.4.6), 那么 对 任意 的 sE RY, t > 0, 有 f(t,v) € Hs(R”). 


证 明 . 首先 , 有 


Ac fll = (AQC, F), Anse + (Ef, AQC Ff) (8424) 
此 外 , 由 本 章 第 三 节 可 得 
(OG Afta] 
一 | b( a) f(s) An f(v)(Anf(v’) — Ae f(v) )dodvedo 


|v — vx] 


=3 f EE ONAP) ~ (Afo dododo 
R?” x gnr-1 


|v — vl 


7 5 [ b(t of (ve) (An f(v') — Agf(v))?2dodvadv 
R27 xS"n-1 


Jv = vl 
三 看 一 六 
(8.4.25) 
对 (8.4.25) 中 的 第 一 项 , 由 本 章 第 三 节 中 的 引 理 8.3.1, 可 得 
n= foe AASP) = (Af (0) dodvae, 
R2"xgr-1 
(8.4.26) 
=A} (Arf)? (vs)dv. 
[erode 
其 中 
n— TE 1 
A=sr-2 [ sin”? o(— a 1) b(cos 6)d0 (8.4.27) 
利用 1 — cos” £ < n(1 — cos £) = 2nsin? §, 有 
ÁL < |Axfllis (8.4.28) 
对 (8.4.25) 中 的 第 二 项 , 由 本 章 第 三 节 中 的 推论 8.3.4 和 引 理 8.3.5, 可 得 
h= J WF 一 a 0) f (vs) (Ak f(v) — Axf(v))2dodv,dv 
ald . (8.4.29) 


> Cn f+ lh) or fede > Cpu 
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这 样 利用 (8.4.24), (8.4.25), (8.4.25), (8.4.29) 和 引 理 8.4.1, 可 得 


k+1 
all Arf + Cpolldeflley < Clll > As filiz) (8.4.30) 
j=k—2 
(8.4.30) 式 两 边 除 以 2*”, 有 
BAA ; Ag fll? 
a 4 (,,2"” — Ollfolles) 


(8.4.31) 


sal ,Ar , [Anu flls 
SC 用 | (Se + ey oe) 


2 
4; (t) = Pathe C, = Cp? — Cli folla 和 6 = Cll fallax, 那么 上 式 变 为 : 


Ug (t) + CeO p(t) < 8(Uk-2(t) + Up_1(t) + Uk+1(t)) (8.4.32) 


利用 Bernstein 不 等 式 ( Polyya Plancherel Nikoolski 不 等 式 ) 可 得 
|Anfllcz < Cl(p)2™ Akf < CAIS < CANSol 这 样 定 
XM = C (p) folz BANA 


U,(t) < M, k>0,t>0. (8.4.33) 


1O4 的 定义 可 得 当 k 充 分 大 时 , Ck > 0, 且 是 非 减 的 ,所 以 不 妨 假设 给 定 ko 2 3, 
Tk > ko 时 , Cy > 0. 由 (8.4.32) 和 (8.4.33), 可 得 UU(t) 满 足 如 下 引 理 8.4.4 的 
条 件 , 那么 对 任意 的 整数 p > 1, 存在 常数 4, Dp 使 得 当 k > 2(p 一 1) 十 ko 十 2 时 ,有 


1 


Ui (t) < M Ape” Ck-20-0 | M Dp (C jp’ 
k—2(p—1) 


t>0 (8.4.34) 


那么 给 定 s > 0 和 t > 0, 对 待定 整数 p, 由 Sobolev 空 间 的 定义 , 我 们 有 


OO 
lfl ~ X2% Arf lize 


k=0 

2(p—1)+ko+1 oo 

= SO PHA + So PR YARf22 (8.4.35) 
k=0 k=2(p—1)+ko +2 

2(p—1)+ko4+1 oo 


> 22%s|| A flee 十 D 2k(2s+n) 77, 


k=0 k=2(p—1)+ko+2 
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为 了 证 明 f € Hs, 我 们 只 需 证 明 上 式 中 的 第 二 个 级 数 是 收敛 的 即 可 . 这 样 
由 (8.4.34) 式 可 得 


Oo 
> gh(2st+n) 77, 
k=2(p—1)+ko+2 
Oo 
< 203tn) MApe Ce-2p-1 (8.4.36) 
k=2(p—1)+ko+2 
Oo 


十 > gk(2s+n) MD, 
k=2(p—1)+ko+2 


1 
(Ck-2(p-1))P 


由 C% 的 定义 可 得 


Cr-2(p-1) ~ C(Jo,p)2**?， 当 充分 大 (8.4.37) 


选择 待定 整数 p 使 得 vp > 2s 十 n +1, 这样 使 得 上 式 中 的 两 个 级 数 是 收敛 的 . 


引 理 8.4.4. ( 一 个 迭代 结果 ) SL, MRADRER, HAHN ERK, 
NB AR Cie} be key AE 列 正 数组 成 的 序列 , EL xe AE 件数 列 ， mL: 存在 一 个 正 数 a 
全 得当 大 > kolt A Ck 一 Ok > a. 假设 另 一 个 序列 {Ur esky = {Un(t) dusky: 
te Rt 满足 : 


tUg (t) + CrUE(t) < B(Uk-2(t) + Un—1(t) + Uk+1(t)) 


0 < Ui(t) < M, Vk > ko +2,Yt > 0 
那么 对 任意 的 整数 p > 1, HAF MAS, Dp 使 得 当 k > 2(p 一 1) 十 ko 十 2 时 ,有 


1 


Ui(t) < MApe Ch-2to-nt + iea aF 
k—2(p—1) 


,t 宇 0 


证 明 . 用 数学 归纳 法 可 得 此 引 理 . 
下 面 我 们 介绍 另外 一 种 乘 子 方法 , 关于 具体 细节 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参 
看 文献 [115]. 方便 起 见 , 我 们 只 考虑 空间 维 数 n = 3， 如 果 f(t,v) 是 Cauchy 问 
题 (8.4.1) 的 烂 弱 解 , 那么 给 定时 间 7 > 0, 我 们 有 f(t,v) € Li(R3) c H-?(R3), te 
[0, To]. 对 te [0, To], N > 0,0 < 5 <1, 定义 乘 子 : 


2 NTo + 4 
“(1+ 51EP)-%, No = 5 


Mg(t,€) = (1 + |) > 
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可 题 


么 Ms(t,E) 对 应 的 拟 微分 算 子 为 
Ms(t, Dy) = F 1Ms(t, )F 


当 6 € (0,1), 有 
Mslt, Dy) f € L™([0, To]; W™(R*)) 


引 理 8.4.5. £4) 2841 RAF, t X f(t, v) Cauchy] (8.4.1) 49 I 
弱 解 ， 且 满 足 (8.4.6), 那么 


(QC, f), ME f) — (QC, Msf), Msf)r2 < Cllfollz.||Mifllz2 (8.4.38) 


其 中 常数 C 和 0 < 6 < 1 无 关 . 


证 明 . 类 似 于 引 理 8.4.1 的 证 明 , 我 们 有 
(QC, F), Mi f)r2 — (QC, Ma f), Msf)r2 
=(Q(f,f ), M? ns - (QQ, Ms f), Msf) 12 
a l Ls ,HEFCE FE (Malt) — Malt, *)) Malt, 6)F(6)derds 
(8.4.39) 


为 了 得 到 (8.4.38), 我 们 只 需 证 明 如 下 : 


Malt, £) — Malt, EH) < No2 Malt, e+) sin? § 


首先 定义 


(8.4.40) 


Ms(t, s) = (1 F s) 7 T “(1 au 05) Ao s= |€|?, st 一 le 
我 们 有 
Ms(t, €) = Ma(t, |£’). 
这 样 , 由 中 值 定理 , 可 得 存在 s+ < 5 < s 使 得 


WEA = th Ts _ st) 


利用 Mi 的 定义 可 得 


OMs a ao 6No 
ðs VT 2(1+s) 1+6s 


) Malt, s) 
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那么 由 如 下 


NE ei | Nrot4 
1 十 5 1 十 0s Mslt, s+) 


30 
„s= s" = ssin’ 5 


~ 0 
M(t, s) — Ms(t, st) < m = Mg(t, s+) sin? 5 


这 样 就 有 
LLG E -)F(E+) (Malt, €) — Ma(t, €*)) Ma(t, €) f(@)doaé 
sei o)sin? Ê SIFE NE M(t, E+) Ma(t, EF (@)ldodg 


< ae 
(8.4.41) 


这 样 利用 引 理 8.4.5, 我 们 给 出 定理 8.4.3 的 另 一 种 证 明 . 首先 我 们 知道 对 任 
意 弱 解 f, 有 M2f € L©([0, To]; W7~(R)), Msf € C([0, To]; L7(R)). 由 弱 解 
的 定义 , 选取 w(t,v) = M3f(t,v) 作 为 试验 函数 , 有 


L Fev vd- f POMEO, vdv- f dr f £(r.0)8- (MÈ (ro) 


= f dr 1 QC, F(T, 0) M2 f(r, v)dv 
0 R3 
(8.4.42) 


258 - 第 八 章 没有 角 截 断 假设 下 Boltzmann 方 程 的 弱 解 的 正则 性 问题 


L, 我 们 有 
ee (Mj f(T, v))dv 
MŽ h,v) — M2 f(r, 
-im [ar fs (r,v) + f(r +h, v)) af(r+ 2 EFT) yy 


Ms f(r + h, v) 
2h 


= lim ar f {Mtr + hA) + Male + IC | h,v)) 


h->0 0 
- (Malo) frv) + Malo) f(r + hy v)) ML”) Gy 


= lim 的 (Msf)?(r +h,v)— (Mf)? (T, v) do 


h>0 Jo R3 2h 


stim, f dr f p {Male HAEE A) 


-MU v))Ma(T) f(r + h, v)) }dv 


= J, + Jp 
(8.4.43) 
BAT, 有 
J, = in f dr (Msf)"(r + = ¥) TEAMA 
R3 
1 t+h h 3 
-lm 未 {人 a- f dr} as (7,v)dv (8.4.44) 


n= fim | dr f gp {Male + AYE.) Male + hol + ho) 
— Ma(r)(F(7,¥))Malr) f(r + h, v)) }dv 
= im | a f {Ioma + h,v)(f(T+h,v)) 
— f(r, v)M3 (7) f(r + h, v)) bdo 
= tim f ar rf ato M3 (r +h) — MZ (r ))(F(7 + h, v)) bau 


= Ti ar f A T,v)(O,M#(r))(f (7, v))dv 
(8.4.45) 
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那么 由 (8.4.43), (8.4.43) 和 (8.4.45), (8.4.42) 可 写 为 
1 1 
3 [FEMMES vdv- 5 {fol M0 vdo 


= T T,U 2 T,U U ' T 2 2(T, UVU)QU 
= | ar f FENOMEEN | dr f QUA. Meal wd 


(8.4.46) 
由 本 章 第 三 节 的 内 容 或 者 类 似 于 定理 8.4.3 的 证 明 , 可 得 
[Msf ls < Cr {(-QU, Maf), Maf)r2 + Mafla} (8.4.47) 
再 由 引 理 8.4.5, 可 得 
[Mf ls < Gr{ COU, F), MA) ra + Mf ls (8.4.48) 


既然 , 有 


M(t, £) E NMs(t, €)l0g(é). 
那么 定义 logA = Flog) FAIA = F HEF, 我 们 有 


| g f F(7,0) (Or MTF (ro) do < 2N (dog A) ? MF (r)||22dr 
0 R3 0 
(8.4.49) 


这 样 由 (8.4.46), (8.4.48) 和 (8.4.49), 有 


1 fÉ e 
IMON + z MAS Mf Cn) laar 
f JO 


t 1 t 
< [MORe +2N flood) EMas) Rear + f MMsf (nar 
0 0 
(8.4.50) 
All FAlog(€) < (€)#lGagliardo-Nirenberg 插值 不 等 式 , 可 得 对 任意 的 = > 0 有 


1 Bd 
IMFO + (sa-—e) fA? MoS (7) IZ2¢r 
r (æ ) i r (8.4.51) 


$ 
< |IM5f(0)|l22 + Coy f Ms f(r)|2ear 
0 


We = ore 那么 存在 一 个 依赖 于 Cy, NAITOLAAIS € (0,1) 无 关 的 常数 Cp N 使 得 
如 下 成 立 


t 
[Maf ŒH < Ms f(O) + cnn | Ms (7)i2dr (8.4.52) 
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利用 Gronwall 不 等 式 
IMFO? < ef || Ms(0) fo) IZ» (8.4.53) 


既然 , 我 们 有 


IMs FOl = IO — 6A) NW f(amea 


和 


Ms(0) follzzœ3 = | — 5A) Nfollg-ams) < Jfollg-ams) < Clfollrics) 


| 


KA 


1 一 5A) FOl pea < Ce folle) 


有 f(t) € H+™ (RS). 


其 中 常数 C 和 6 e (0,1) 无 关 . 最 后 对 任意 的 t > 0 和 任意 大 的 N, 令 6 一 0, RN 


附录 一 ”本 书 常用 记号 


我 们 在 这 里 罗列 一 些 记号 , 大 部 分 对 PDE 读 者 是 熟知 的 , 对 初学 者 可 能 需 
要 查阅 . 


(1) R = 实数 集 ; C = 复数 集 ; N = 自然 数 集 ; Z = 整数 集 ; Ze = NU {0}; 
R, = [0, 00). 


(2) a V b= max(a, b); aA b = min(a, b). 


(3) p' 表示 p 的 对 偶数 , 妈 1/pt+1/p' = 1, V p € [1, co]. 


(4) C >1 和 0<c<1 表示 常数 , 在 不 同 的 地 方 可 能 不 同 , 但 它们 仅 依 赖 于 比 
如 空间 维 数 , 方程 中 不 变 的 常数 等 . 


(5) AS BRARA<CBAXBRERASBHBSA. 


(6) L? := L?(R") 表示 Lebesgue 空间 ， 
1/p 
REE ( l l ha) 


(7) F= (fon fn) 为 向 量 函 数 ， 


Ifilo = (fall? + - + Ifl, 
比如 , 我 们 会 用 到 ||Vullp. 


(8) XF £ = (zzn) € R”, |x| = (zi 十.… 十 |za2)72, 在 等 价 意义 下 , 有 时 
我 们 也 可 以 认为 |z| = jaa] t+... + [£n]. 


(9) ACR”, 我 们 用 |A| 表示 集合 4 的 测度 . 


(10) ET AS 为 两 个 算 子 , 我 们 用 了 ~ 5 表示 人 可 以 粗略 地 看 成 S$ (比如 在 
S 比较 容易 理解 的 情况 下 ). 
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附录 二 “本 书 一 些 常 用 结论 
8B.1 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 


§B.1.1 整数 阶 导 数 情 形 


Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 是 偏 微 分 方程 研究 的 基本 工具 , 它 的 一 些 特 
例 首 先 由 Gagliardo [41], Ladyzhenskaya [101], Nirenberg [124] AH. 一 般 情 
况 陈 述 如 下 : 


定理 B.1.1. 假设 1 < p, po, pr < œ, lb, m E NU{0}, 4< m, lm 所 0 入 1 


a le <. (B11) 
p n Po Pı n 
IRA, 对 所 有 的 u € CX(R”), 
E Dull zoey S lilien J Dulag: (B.1.2) 
ja|=£ [lal=m 


其 中 如 果 m 一 《一 n/po 是 整数 , 我 们 进一步 需要 bl/m <0<1. 


Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 的 证 明基 于 L? 空间 上 的 整体 导数 分 析 , 证 明 
十 分 复杂 , 见 [50]. 


8B.2 ”序列 凸 性 Holder 不 等 式 


平行 于 Triebel-Lizorkin 空间 的 凸 性 Holder 不 等 式 , 我 们 在 序列 空间 中 


有 


引 理 B.2.1. 假设 0 < q < œ, -co < 81,599 < co, 0< 0 < 1s= 
(1 一 0)so 十 09s1. 我 们 有 


[2% ajllen $ N25as la". (B.2.1) 


证 明 . 不 妨 假设 数列 {aj} = {aj }j>0, aj > 0, si < So. w Cy = 
SUP ;>0 2°Ja;, i = 0,1. RSE O > 0 的 情形 . Cl < Co. 选取 jo i 
rd 


Ke 


SH 


C0/2so7， J > Jo, 


min(Co/2s07， C,/2°17) = | C1 /2517 了 < Jo 
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可 以 看 出 Co ~ C1 260-S1)50, 于是， 

[2 agg" 1227ajl ~ Cao 0 ua 
丸 一 方面 ， 

aj <Co/2°9, j > jo; aj < C1/2°Y, 0< j < jo- 
通过 简单 运算 得 到 
12szajlle < C2(s0-81) 501-8) , (B.2.3) 
1 此 得 到 结论 ， 


8B.3” 齐 次 Triebel-Lizorkin 空 间 的 嵌入 定理 


由 于 本 书 反 复 用 到 了 齐 次 Triebel-Lizorkin 空 间 的 租 入 定理 , Triebel [157] 
只 是 说 这 一 结果 可 能 正确 . 这 里 我 们 给 出 证 明 , 平行 于 定理 1.4.5 的 证 明 . 


命题 B.3.1. 设 1 < pı < po < oo,1 芝 mg 和 oo, -oo < s2 < s1 < OH 


Xs, — n/p, = s2 一 n/p2. IA 
Pala C BR, 
证 明 . HE C 4, q > ” 我 们 只 需要 证 明 
Fel c F° 


P1,000 p2,1 


即 可 . 不 妨 设 | flip 。= 1. 回忆 LP 上 的 等 价 范 数 , 有 


a ~ amit > oA e neha 
P2, 0 


keZ 
REL- ERRE } 的 测度 . 易 见 


Oo 


Sa] a gp A: 
k 


k=K+1 


1 推论 1.4.3， 


IAxfll < FRAPI Ag F |l < edema) (Al eae 


N 


(B.3.1) 


(B.3.2) 


(B.3.3) 


(B.3.4) 


(B.3.5) 
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K K 
y 2ks2 | 人 4 有 < > ok(s2—s1+n/p1) < Knp, (B.3.6) 


天 一 一 co 大 一 一 co 


选取 K < Z 满 足 C2K™WP2 ~ t/2, 即 有 2K ~ tn BY og 2P82|(Agfy)(x)| > t, 
则 由 (B.3.4), (B.3.6) 得 


C2K(s2s) sup 2A, f| > YO 2kez|Akj| > t/2. (B.3.7) 
keZ k=K+1 


综合 (B.3.3), (B.3.7), 我 们 得 到 


Fle < f P27! fa : sup 2 (Ax f)(@)| > apain | dt 
P2, 


< m 7P1-1 fa : sup #1 (Ap f)(a)| > r} 
a k 


<1. (B.3.8) 


dr 


§B.4 本 书 常 用 结果 


§B.4.1 Riesz-Thorin 插 值 定理 
定理 B.4.1. 设 1 < pqi < œ, po FAP, go 天 dl 满足 
T: To =L, i=0,1. 


假设 0 € (0,1) 满足 


WAT: LP 一 L 并 且 


一 0 0 
|The Ls < 17 20 IT Wie spa， 
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8B.4.2 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 


迄今 , 我 们 并 没有 很 多 有 效 的 方法 处 理 奇异 积分 Hardy-Littlewood- 
Sobolev 不 等 式 是 处 理 奇 异 积 分 的 基本 工具 之 一 , 见 [140]. 


设 0 < aw <n, WwW 


Tafa) = f FW) ay, 


n |x — ye 
命题 B.4.2. Z1 < p,q < co, 0< a <n 满足 1/p 二 1/9 十 a/n. WA 
Haflla S Ifllp- (B.4.1) 
8B.4.3 Van der Corput 引 理 


引 理 B.4.3. ity € CZ (R), P € C?(R) 满足 对 任何 上 € supp y, |P“()| > 
1, 进一步 假设 下 面 的 条 件 有 一 个 成 立 : 


(i) > 2; 


(ii) k=1 且 P'(z) 为 单调 函数 ， 


则 有 估计 
[ferrocene] SAVE (Blloo + le'l). 


§B.4.4 Littlewood—Paley 平方 函数 定理 


Littlewood-Paley 平方 函数 定理 是 调和 分 析 早 期 深刻 的 结果 之 一 , Triebel 
型 空间 的 来 源 也 是 受到 这 一 结果 的 影响 . 


命题 B.4.4. l<p<o,sER. 那么 
lulls ~ Welles,» lulls ~ ulms,, (B.4.2) 
特别 有 


lulle ~ lullo, eller ~ lull eo, (B.4.3) 


Littlewood-Paley 平方 函数 定理 的 证 明 可 以 在 很 多 著作 中 找到 ， 如 
见 [140]. 
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3B.5” 模 空间 上 的 复 插值 


我 们 有 下 面 的 结果 : 


定理 B.5.1. 设 0 < p,q, pi,qi < œ, 8,5; CR, i =0,1 HA 


1 1-0 0 1 1—0 0 
= (1 — 0)so + O51, = | 5 = + : (B.5.1) 
P Po Pı q qdo qı 


则 
(MS o MS po = Ms,. 


Poqo? P1591 


EBA BY WL [177]. 
8B.6 Christ-Kiselev 引 理 
Christ-Kiselev 引 理 最 早 由 Christ-Kiselev [26] 发 现 , 随后 为 了 应 用 方便 ， 


Molinet-Ribaud [113], Smith-Sogge [139], Wang-Han-Huang [175] 做 了 推广 . 
w 


t) a KEEFE a, Tef (lt) = f Ki K(t,t') dt. (B.6.1) 


WRT: Yi > X WET: Yi 3X1, HAT: Yi > Xi 被 称 为 适 定 的 限制 
AT 


命题 B.6.1. 设 T 由 (B.6.1) 定义 . 有 下 述 结论 . 


(1) de RAF pi > (Vi1gi)V(q193/92), RAT : LE LE LP (R?) > Le Lea Le (R°) 
为 适 定 的 限制 算 子 . 


(2) Ha < A2_1Di; MAT : LP LE LE (R3) 一 Li! Li LP (R3) 为 适 定 的 限制 
#F. 


(3) #p1 > (Vig) V (q193/92), MT: LYLE LP (R?) > Le Lei Lea (R?) 为 
适 定 的 限制 算 子 . 


(4) BAR pi > (VEG) V (193/92), WT : LE LE LB (R?) > Li Lii LY (R3) 
为 适 定 的 限制 算 子 . 


高 维 空间 有 类 似 结论 


cs 


10 


11 


12 


13 
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